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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Математическое моделирование явлений, процессов и конструкций 

является в настоящее время эффективным средством теоретического 

анализа задач, выдвигаемых наукой и техникой. Вычислительный 

эксперимент на ЭВМ — новый и во многих практически важных 

случаях единственный способ их исследования. В то же время, 

как показывает опыт решения крупных прикладных проблем, 

только вычислительный эксперимент может обеспечить те вы- 

сокие требования, которые предъявляет практика к точности ре: 

зультатов теоретических исследований, поскольку полученная при 

этом информация является основой при проектировании сложных 

объектов новой техники [11, 99, 100]. Однако успешное решение 

инженерно-конструкторских задач на основе математического мо- 

делирования зависит как от моделей, которыми описываются 

конструкция и структура проектируемых технических систем, 

так и от методов их исследования. 

В первых трех томах изложены некоторые вопросы теории 

‚ построения математических моделей радиотехнических систем, 

° реализуемых на ЭВМ. Настоящий том посвящен приближенным 

методам решения математических задач, которые возникают при 

исследовании и проектировании объектов новой техники. Рассма- 

триваемые в нем вопросы, по существу, лежат в основе вычислитель- 

ной математики, для которой характерна реализация математических 

моделей физики, техники, механики и других областей науки в 

форме дифференциальных и интегральных уравнений. 

В данный том включены общие методы решения дифференциаль- 

ных и интегральных уравнений и специальные методы, учиты- 

вающие особенности рассматриваемых задач. Том состоит из трех 

глав. | 

Гл. Г посвящена приближенным методам решения нелинейных 

двухточечных краевых задач и жестких систем обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений. Метод стрельбы — один из самых распро- 

страненных численных методов решения краевых задач для систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Описаны также наи- 

более часто употребляемые в вычислительной практике алгорит- 

мические схемы данного метода, отмечены характерные трудности, 

возникающие при их реализации на ЭВМ, и изложены некоторые 

разработанные к настоящему времени подходы, позволяющие в 

определенных случаях э4Фективно преодслевать эти трудности.



Построенне и обоснование надежных численных методов решения жестких си- 

стем обыкновепных дифференциальных уравнений — одна из актуальных проблем 
вычислительной математики. Это связано с тем, что, с одной стороны, так называе- 
мые жесткие задачи очень часто ставятся на практике, с другой— использование 
традиционных подходов для их решения, малоэффективно. В настоящее время раз- 
работаны численные методы, ориентированные на решение жестких задач, однако, 
К сожалению, они не всегда удовлетворяют практическим запросам, поскольку имеют 
свою область эффективного применения. В гл. | дается краткая характеристика 
численных методов, ориентированных на решение жестких задач, и описываются 
новые численные методы. Здесь приводятся конкретные вычислительные процедуры 
решения жестких задач, их обоснование, сведения о программной реализации рас- 
сматриваемых численных методов и результаты вычислительных экспериментов. 

Гл. П посвящена приближенным методам решения интегральных уравнений 

с негладкой входной информацией и задаче восстановления функций-сигналов по 

конечному множеству данных. В ней рассмотрены интегральные уравнения второго 

рода с постоянными границами интегрирования. В случае линейных и нелиней- 

ных уравнений выводятся условия, при которых решения уравнений принад- 

лежат дробным соболевским пространствам. Для приближенного решения исходного 

уравнения получены разностные схемы путем специального усреднения ядра и пра- 

вой части уравнения. Доказывается сходимость приближенного решения к точному 

при минимальных требованиях гладкости на правую часть и ядро (для линейного 

уравнения) и на подынтегральное (для нелинейного уравнения). 

Кроме того, в обобщенном виде излагаются задачи интерпретации наблюдений 

по неполным данным и восстановления функций-сигналов по их конечному 

множеству. Восстановление сигналов рассматривается как некорректно поставлен- 

Ная задача математической физики. На основе разрабатываемых методов реше- 

ния таких задач изучаются эффективные пути восстановления сигналов. Разра- 

батываются алгоритмы восстановления, реализованные на ЭВМ и показавшие свою 

эффективность при решении практических задач по радио- и гидролокации, тех- 

ники связи, измерительной техники, акустики, спектроскопии и т. д. 

Следует отметить, что, хотя в данной главе излагается детерминированная поста- 

новка, в настоящее время получены результаты, обобщающие изложенные в ней 

методы на случай данных, пораженных шумами, и вырожденных матриц. 

В гл. Ш рассматриваются вопросы, связанные с решением задач большой размер- 

ности. Как известно, основным приемом исследования больших систем являются 

декомпозиция и агрегирование. Декомпозиция состоит в разложении исходной задачи 

на ряд независимых подзадач, а агрегирование — в замене какой-либо группы пере- 

менных, характеризующих состояние системы, одной переменной, именуемой 

агрегатом. При этом можно идти двумя путями: выделять классы задач и развивать 

строгие процедуры декомпозиции и агрегирования с выполнением требования пол- 

ной эквивалентности исходных и преобразованных задач; развивать математически 

строгие процедуры декомпозиции и агрегирования на основе отказа от полной 

эквивалентности. В данной главе обсуждается первый подход. 

Авторы выражают глубокую благодарность А. А. Самарскому, многочисленные 

вамечания которого существенно влияли на формирование математических направ- 

лений их исследований и выбор концепций, положенных в основу монографии. Они 

благодарны С. А. Касьянюку за полезные обсуждения некоторых параграфов, а 

также В. К, Задираке и Д. И. Мартынюку за ряд замечаний при рецензировании 

рукописи. | 
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ГЛАВА | 
  

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ 
ЗАДАЧ И ЖЕСТКИХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Многие важные задачи из самых различных областей нау- 
ки и техники приводят к краевой задаче для системы п обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений 

аи, 0<#<1, #00, и(1)=0, (1) 
где {: [0,1] х В" — В", g: R* X R° > Ю" — заданные отображе- 
ния, и: [0,1] > Ю" — искомая вектор-функция. 

Теория численных методов решения краевых задач для обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений представляет собой одно из наи- 
более интенсивно развивающихся направлений вычислительной мате- 
матики. С ее помощью изучаются вопросы построения и анализа диск- 
ретного аналога исходной задачи — как правило, конечномерной 
системы линейных или нелинейных уравнений специфической струк- 
туры (например, разностной схемы) и вопросы, связанные с 
разработкой и реализацией алгоритма решения этой конечномерной 
системы. 
‚› Наиболее распространенные численные методы, применяемые для 
решения задачи (1), изложены в работах [30, 46, 68, 69, 75, 78, 97, 
104, 124]. Достаточно полный обзор существующих методов и их клас- 
сификация даны в работах [126, 128]. Условно методы можно разде- 
лить на три группы по способу аппроксимации искомого решения. 
К первой группе относятся методы, основанные на локальной аппрок- 
симации в выбранных точках отрезка интегрирования (метод конеч- 
ных разностей, метод стрельбы). К методам второй группы 
относятся интерполяционные методы, включая метод конечных эле- 
ментов, где применяется кусочно-полиномиальная аппроксимация 
на подотрезках отрезка интегрирования. Третью группу составляют 
методы, в которых решение аппроксимируется на всем отрезке интег- 
рирования (метод рядов, проекционные методы). 

Одним из самых популярных методов решения краевой задачи (1) 
является метод стрельбы (метод пристрелки). Описание этого метода 
с анализом его преимуществ и недостатков можно найти в известных 
учебных пособиях [46, 69, 74]. Вопрос о сходимости некоторых ите- 
рационных пристрелочных процессов исследован в работе [124]. 
Значительное место методу стрельбы уделено в работе [138]; в ней 
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также изложен и теоретически обоснован метод параллельной стрель- 
бы. В работе [149] описаны модификации методов, сочетающие стрё- 
льбу с техникой продолжения по параметрам. Детальный анализ 
применяемых в настоящее время алгоритмов стрельбы проведен в 
работе [104]. о | 
‚Трудности реализации на ЭВМ метода стрельбы для краевых за- 

дач, которые ставятся в теории оптимального управления, и некото- 
рые способы их преодоления рассмотрены в монографиях [82, 114]. 
Наконец, методу стрельбы и различным его. модификациям по- 
священо большое количество журнальных публикаций, в частности 
([4, 36, 39, 44, 48, 85—87, 90, 96, 105, 129—131, 148, 150, 151]. 

Основной вариант метода стрельбы заключается в сведении задачи 
1) к системе п уравнений 

| P (x) = g(x, U(1, x)) = 0 (2) 
сп неизвестными 1, ..., х„, где U (Ь х) — решение и (1) задачи 

Коши и = (, и), и (0) = №. Система (2) называется системой сты- 
ковки (сшивания). Решается она чаще всего с помощью итерационной 
процедуры вида 

ЖИТ = х — п, А"Ф (x*), k=0,1,... (3) 

Здесь 4* — некоторая матрица размера пхп, 1, > 0 — «длина 
итерационного шага». Если, например, используется метод Ньюто- 
на, то в (3) Gepetca A* == (@’ (x*))—'!, п, = 1. 

Размерность системы стыковки равна порядку дифференциаль- 
ной системы, т. е. сравнительно невелика, а если граничными усло- 
виями задачи (1) явно заданы какие-нибудь компоненты искомого ре- 
шения в точке {= 0, то система (2) легко преобразуется к системе 
еще меньшей размерности. В этом состоит преимущество метода 
стрельбы. Однако на пути практического применения этого метода 
могут возникнуть трудности. Одна из них связана с проблемой началь- 
ного приближения. Для успешной реализации метода вектор х® в 

процедуре (3) нужно подобрать так, чтобы задача Коши и = [р (Ь и), 
и (0) = х имела ограниченное решение и (1 = И (Ь »х) на всем 
отрезке [0, |, причем оно должно быть расположено «не слишком 
далеко» от искомого решения и* (1) задачи (1). Только при этих усло- 
виях можно рассчитывать на то, что процесс {х*} будет сходиться к 
корню х* == и* (0) системы (2), а последовательность пристрелоч- 
ных траекторий и^ (В = 0 (& х*) — равномерно сходиться к реше- 
нию и* (1). Если траектории дифференциальной системы достаточно 
сильно реагируют на изменения начальных значений и могут «быст- 
ро расти», то найти приемлемый стартовый элемент х° путем простого 
перебора различных вариантов обычно не удается. В этой ситуации 
для нахождения Хх часто используют метод продолжения по пара- 
метру. | | 

Алгоритмы, в которых процедура стрельбы комбинируется с про- 
цедурой продолжения по параметру, предлагались и исследовались 
во многих работах. Отметим, в частности, работы [85, 96, 104, 105, 
129, 130, 143, 148, 149]. Основа этих алгоритмов состоит в следующем. 
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Задача (1) возмущается путем введения параметров his .... М» При- 
чем в общем случае параметризуются как операторы |[, &, так и от- 
резок интегрирования [0, 1]: 

= и №), ОТ), gO), u(T (A);  =0, (4) 
N= (Aq, vee Ay). 

При некотором A = wp задача (4) тождественна невозмущенной. 
Система стыковки для задачи (4) записывается в виде 

B(x; № =8(х, 0 (Т (А), х; №); A) = O: (5) 
при А = в она совпадает с системой (2). При некотором другом зна- 
чении А = ц® система (5) по сравнению с системой (2) должна быть. 
более легкой для решения. Параметризация поэтому проводится с: 
таким расчетом, чтобы условия сходимости применяемого итерацион- 
ного процесса для системы (5) при А = и® были менее ограничитель- 
ны, чем для (2). Процесс продолжения по параметру — это после- 
довательное решение систем 

Ф"” (х) =Ф(х; mee m=0,1,..., M, 
‘i pon” <... < (А — и, 

причем в в качестве начального приближения на шаге т >> 0 берется 
решение, найденное на предыдущем шаге. 

Метод продолжения по параметру — очень полезен при отыска- 
нии «хороших» начальных приближений, однако его применение не 
лишено своих проблем. Во-первых, нет пока достаточно надежной: 
общей методики параметризации. Построение возмущенной задачи. 
(4) может оказаться очень трудным процессом, включающим доказа- 
тельство существования и непрерывной зависимости от параметров. 
решения этой задачи. Еще большие трудности появляются в случае 
неоднозначной разрешимости исходной задачи (1). Во-вторых, слож- 
ным является вопрос о выборе точек /” и их числа М. Заметим, 
что использование алгоритмов продолжения оправдано только тогда, 
когда значение М получается не очень большим. 

Если решения задач Коши обладают повышенной чувствитель- 
ностью по отношению к начальному условию, то метод стрельбы, даже 
в комбинации с методом продолжения по параметру, оказывается 
практически непригодным, так как в этом случае для получения удов- 
летворительного приближенного решения краевой задачи (1) корень. 
системы (2) нужно найти с точностью, которой невозможно достичь. 
при реальном счете на ЭВМ. Не исключена даже ситуация, когда ре- 
шение задачи Коши при любых (в классе машинных чисел) начальных 
данных является быстрорастущим, и вследствие этого ни одна при- 
стрелочная траектория не может быть реально вычислена на всем 
отрезке интегрирования. Для преодоления этих трудностей в случае 
линейных краевых задач в литературе предложен ряд достаточно эф- 
фективных методов: метод ортогонализации [45], метод дифференци- 
альной ортогональной прогонки [1, 2, 69] и метод направленной орто- 
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тонализации [28], устойчивый к ошибкам округлений [29]. В случае 
нелинейных краевых задач большое распространение получил метод 
параллельной (множественной) стрельбы [30, 44, 86, 87, 104, 131, 
136, 138, 144]. Так называемый односторонний вариант этого метода CBO- 
дится к разбиению области интегрирования точками $ = 0 < 51 <<... 

. < 5 = Ти решению системы параллельной стыковки 

U (s,, 0, x) — xt) = 0, 

О (52, 51, x") — x@) = 0, 

T(x, 60, MOD) ae ce eee eee ee ee (6) 
U (Sqm Sq—25 (2-2) — x(Q=) = 0, 

8 (x, О (1, 59—1, х9—1)) = 0   
относительно неизвестных х7,{=1,2,...п, а=0,1,.... О — \ 

„Здесь И (54-1, 5, Х) — решение задачи Коши и = | (Би), и ($) = 
в точке 5-1. Таким образом, левая часть системы (6) получается 3 
результате решения @ задач Коши на подотрезках [50, 5-1]. Если 
длины подотрезков достаточно малы, то каждая из указанных задач 
Коши будет практически устойчива. Невыгодным, однако, здесь ока- 
зывается то, что преодоление трудностей, связанных с неустойчи- 
востью задач Коши, достигается ценой увеличения размерности системы 
стыковки, которая равна @п. Использование двустороннего вариан- 
та метода параллельной стрельбы позволяет сократить ее вдвое [86]. 
Тем не менее при больших значениях О реализация процедур парал- 
лельной стрельбы очень трудоемка. Дополнительные операции тре- 
буются для выбора подходящего разбиения {5}, а также для отыска- 
ния «хорошего» начального приближения. 

В данной главе предлагаются новые модификации метода стрель- 
бы для решения нелинейных краевых задач вида (1) [40, 41]. При соз- 
дании этих модификаций намечались цели. Первая — построить ите- 
рационный процесс стрельбы, который бы: а) был приемлем в условиях 
возможного быстрого роста пристрелочных траекторий, 6) не тре- 
бовал разрешимости задач Коши обязательно на всем отрезке интег- 
рирования), в) был допустим в случае неединственности решения кра- 
евой задачи и г) сходился с «очень грубого» начального приближения. 
торая — для случая сильной неустойчивости задач Коши сконструи- 

ровать алгоритм, в котором процедура стрельбы применяется неодно- 
кратно на различных подотрезках отрезка интегрирования. 

$ 1. Метод стрельбы с прерыванием 
пристрелочных траекторий при их выходе 
из некоторого множества 

| Метод стрельбы и проблема начального приближения. 
Стрельба с прерыванием траекторий. „Пусть дана система п обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений 

u=f(t,u), 0<Е<1 (1.1) 
10



с граничными условиями 

в (и (0), и (1)) =0, | (1.2) 
roe f:[0, 1] x Re +R и g:R" X R° > R"* — заданные нелиней- 
ные операторы, и : [0, 1] -> ВЮ" — искомая непрерывная вектор-функ- 
ция. Будем предполагать что операторы Г, 8 непрерывно дифферен- 
цируемы. 

Нелинейная краевая задача вида (1.1), (1.2) может быть разрешима 
неоднозначно. Такая ситуация довольно часто встречается. Однако 
обычно, исходя из содержательного смысла задачи, удается ввести 
дополнительные условия, выделяющие единственное решение. Будем 
считать, что такие условия записываются в виде 

и(ЕО0(1, 0—1 1, о {1.3) 

где С (1 при каждом # — некоторое множество из В”. 
Таким образом, предположим, что краевая задача (1.1), (1.2) 

имеет решение и* (), удовлетворяющее дополнительным условиям 
(1.3), и других решений нет. Кроме того, предположим, что если и" (1), 
Е =0,1,..., есть решение возмущенной краевой задачи (1.1) — (1.3) 
5 (и (0), и {1)) = 0*, то сходимость 0-0 влечет за собой равно- 
мерную относительно ЕС [0,1] сходимость u* (t) > u* (t). Takum 
образом, имеем краевую задачу (1.1) — (1.3), решение и* (1 
которой существует, единственно и устойчиво по отношению к гра- 
ничным условиям (1.2). 

Замечание 1.1. Поскольку без дополнительных условий (1.3) кра- 
евая задача может иметь несколько решений, причем каждое из них 
может быть неустойчиво к возмущениям граничных условий (1.2), 
то ее следует отнести к классу некорректно поставленных задач 
[109]. Один из основных способов регуляризации, предложенный 
А. Н. Тихоновым, заключается в сужении области возможных 
решений до множества корректности. Введение условий (1.3) соот- 
вествует этому подходу. Роль множества корректности в данном слу- 
чае играет множество всех решений дифференциальной системы 
(1.1), удовлетворяющих условиям (1.3). 

Для решения поставленной задачи применим метод стрельбы. 

Обозначим через U ($, х) решение задачи Коши и = | ($ и), и (0) = 
= хе А" в точке #. Рассмотрим так называемую систему стыковки 

@ (x) = g(x, U(I, x) =0, (14) 
систему п нелинейных уравнений с п неизвестными хи, хо, ..., Хи. 

_ Свойства стыковочного оператора Ф зависят от свойств оператора 
с граничных условий и оператора И. По предположению & непрерыв- 
но дифференцируем. Оператор И, называемый оператором сдвига 
по траекториям системы и = | (Ь и), также непрерывно дифферен- 
цируем, поскольку есть предположение о непрерывной дифференци- 
руемости оператора {[65, 110]. Следовательно, оператор Ф системы 
стыковки (1.4) непрерывно дифференцируем. Важно при. этом отме- 
тить следующее обстоятельство. Если 

Of (t, u) |= 
Sup ди 

0,1)] xR” 
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то задача Коши и = [(Ь и), и (0) = х, разрешима не обязательно на 
всем отрезке интегрирования [0, 1], т.е. может существовать точка 
[и С (0, 1] такая, что | 

Ни [С (6, x) || = 00. 
tt 50 

Поэтому оператор И, вообще говоря, является неограниченным (т. е. 
может отображать ограниченное множество на неограниченное) и 
область его определения 4ош И не совпадает с пространством [0,1] х 
х А". Получается, что и оператор Ф системы стыковки в общем 
случае — неограничен и определен не для всех хЕ К". 

По методу стрельбы для нахождения решения иц* (1) краевой зада- 
чи надо найти корень х* = иц* (0) системы стыковки (1.4) и вычис- 
лить соответствукщую ему траекторию. Поиск х* осуществляется 
чаще всего с помощью следующей итерационной схемы: | 

xt! м — ть А*Ф (^^), Е=0,1,... (1.5) 
Здесь А* — некоторая матрица размера пхп, т. >0— итера- 
ционный параметр. 

Если в схеме (1.5) положим 

mal, A= Oe), 
где Ф’(х) — производная оператора Ф в точке х, то получим метод 
Ньютона. Отличительной особенностью этого метода является его 
высокая скорость сходимости, имеющая квадратичный характер 
[54, 80, 114]. Однако условия, гарантирующие сходимость, как извест- 
но, довольно жесткие и на практике метод Ньютона применяется 
только при наличии очень хорошего начального приближения хо 
к х*. Никакой дополнительной информации. для непосредственного 
выбора такого приближения в методе стрельбы обычно нет. Поэтому 
для решения системы стыковки применяются методы, сходящиеся 
при более слабых требованиях к Хх‘. Среди них отметим метод гра- 
диентного спуска для минимизации функции невязки | Ф (х)Ё 
[35, 74, 88, 124] и модифицированный метод Ньютона (называемый еще 
демпфированным методом Ньютона) [88, 124]. Оба метода вписываются 
в схему (1.5). 

В соответствии с методом градиентного спуска матрица А* в 
схеме (1.5) задается формулой 

Т A® — ФФ’ (х’) 

а «длина шага» \, определяется как решение одномерной экстремаль- 
ной задачи | 

k ‚ВТ А 
J (x! — n@" (x')" D(x!) | > min. 

n> 

Скорость сходимости этого метода невелика, поэтому его применяют 
в начале итерационного процесса. Затем, когда х“ достаточно при- 
близится к х*, целесообразно переключаться на метод Ньютона. 

В модифицированном методе Ньютона берется 

AN = (Ф’ 
12



(т. е. так же, как и в обычном методе Ньютона), значение же 1, опре- 
деляется, как в градиентном методе — в результате минимизации не- 
вязки: | 

| D (x*§ — y (@' (x*))~ O (x*)) | > min. 
n>0 

Замечание 1.2. Как показано в работе [114, с. 382], в некоторых 
случаях для ускорения сходимости модифицированного метода Нью- 
тона невязку ac 
помощью некоторой локальной нормы #-й итерации: 

|Ф(х) № = (а. (Ф, («+ +. + dae (, (x))?), 

                                         

где 

diy, = У (29 ИИ 
tk — ‘ Ox; . 

j=) 

Известно, что использование в алгоритмах стрельбы градиентных 
методов и различных модификаций метода Ньютона полностью проб- 
лему начального приближения не решает. Основные требования, 
предъявляемые к начальному вектору х, состоят в следующем. необ 

ходимо, во-первых, чтобы задача Коши и= (ЕЁ и), и (0) = 
была разрешима на всем отрезке [0, 1], иначе невозможно  ЫЧИСЛИТ 
Фв хо (0 @ 4от Ф) и сделать первый итерационный шаг. Во-вто- 
рых, начальная пристрелочная траектория и? (1 = 0 (Ь х?) должна 
удовлетворять. дополнительным условиям (1.3) краевой задачи. В про- 
тивном случае нельзя рассчитывать на сходимость пристрелочных 

траекторий u* (t) = U (t, x") k решению и* (1) даже при наличии 
сходимости Ф (х^) — 0. 

Указанные требования к х° можно записать в виде хо С Х, где MHO- 
жество 

X = {x€R"1(1, x) EdomU, U (t, x) EC G(t), O<t< 1). 

Заметим, что система стыковки Ф (х) = 0 вне множества Х может 
иметь корни, отличные от искомого х*, х* = и* (0) 6 Х. Поэтому, 
если известно какое-нибудь начальное приближение © ЕХ, итера- 
ционный процесс {х*} для отыскания х* следует строить, не выходя 
за пределы множества Х. Учитывая это, построим следующий моди- 
фицированный процесс Ньютона: 

OH tinal, = ФФ, 
Me € arg min || (x* — nz") |, | (1.6) 

neP, : 

P,= {yn >01x*—n2*€X}, k=0, 1, 

Докажем теорему о его сходимости. 
Замечание 1.3. В частном случае, когда система уравнений Ф. (<: = 

= О разрешима однозначно и множество {х:|Ф (х)| < |Ф () |} 
ограничено, сходимость процесса (1.6) с Х = А" при некоторых 
предположениях установлена -в ‘работе [114, с. 380]. 
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_ Теорема 1.1. Для того чтобы  последовательность траекторий 
и" (t) = U (Ь х, где {х\} — итерационный процесс (1.6) со стар- 
товым вектором х° Е Х, равномерно сходилась к решению и* (Ё краевой 
задачи (1.1) — (1.3) достаточно, чтобы выполнялись следующие усло- 
вия: | _ 

1) множество 

Xo = {(XEX i] D(x) |<] (x) |} 
было. замкнуто и ограничено; | 

2) ЗА >0, УхЕХ, УуЕ(уЕ9от Ф: 

о |< А} \Хь ФФ 
3) УхЕХ., 4е(Ф’ (^)) == 0, причем 

№ < оо, зир|(Ф’ (х)) |5 М; 

_ 4) оператор Ф имел ограниченную вторую производную Гато 
Ф” (x). | 

Замечание 1.4. При фиксированном х вторая производная Ф” (x) 
представляет собой билинейное отображение Ю"х № в К" [88, 
с. 78] и его норма определяется по формуле | 

1Ф” (ху [= зир зир |Ф" (х) Ва], 
NaH =1 gg =I 

где 

| O" (x)hg = (g"H,(x)h, ..., gH, hy", 
H, (x), ..., Н) (х) — матрицы Гессе компонент Фу,...,Ф, в 
точке x. Производная Ф” (х) называется ограниченной, если для 
любой ограниченной области Ш) < 4ош Ф 

sup || D" (x) || < 09. 
x€D 

Доказательство. Прежде всего заметим, что последова- 
тельность {х”} определена итерационными формулами (1.6) коррект- 
но, причем 

МЕХ» Е=О,Ь... 
Действительно, производная Ф’ (х") существует — это вытекает из 
непрерывной дифференцируемости операторов {, & краевой задачи, 
существование обратной матрицы (Ф’ (х^))-! обеспечивается усло- 
вием 3. Покажем, что множество 

* e 

P, = arg min | @ (x* — 12°) || 
| neP, | 

не пусто и ограничено, откуда будет следовать корректность опреде- 
ления «длины шага» 1, в (1.6). Согласно условию 1 множество Ху 
компактно, следовательно, компактным является также множество 

Рьд = {122 0: — 126 Хо} < Рь 
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Функция —ф„ (1) =|Ф (2 — 17] определена и — непрерывнг 
Ha Peo. По теореме. Вейерштрасса [70, с. 295] она достигает на Pro 
своей точной нижней грани, т. е. множество 

Pro = arg min | D(x" — 12 “| 
NEP RO 

является непустым; кроме того, оно ограничено, так как является 
* = 

подмножеством компакта Рьь. Остается заметить, что Рьуо == Р,- 
Обозначим через Ху. (6) так называемое д-расширение множества: 

Хо: | 

ие - 
Х. (5) = {хЕЮ` :3хЕХ,:|х—х|< 8}, 6>0. 

При достаточно малом 6 >> 0 множество 

X, (5) = dom O, 

Это нетрудно установить, если учесть, что множество Х, (5) компакт- 
но (так как является  6-расширением компактного множества 
Х‘), а множество | 

dom © = {x€ R":(1, x)€domU} 

открыто. Открытость dom © доказывается с помощью следующей 
леммы. 

Лемма Гронуолла [115]. Пусть хе дот Ф, тогда 

Wai y-UbxnI<1, 0<t<l, 
если 

| — х| < едр (— Г), 
L= sup — sup |" |. 

fefO,1u —Ui,<! fe 

sHawum, map {xe R°1}x—x|<exp (—L)} Sdom ®. 
Для произвольного шага # итерационной процедуры рассмотрим 

вектор 

Же (п) = x* — 2k 
в зависимости от т > 0. Заметим, что хН (0) = х^, ЧН (п,) = 
= ^^. Поскольку хьЕ Хъ, по условию 3 

1" (*) [< м. 
Ввиду этого | 

аа Фи (“УФ < qv O* (x4). (1.7) 
Введем обозначение (считая Ф (х9) == 0) 

R=|®(2)| 

и выберем | из отрезка 0% = > ‚ тогда из (1.7) получим 

же (п) — 2 < АИФ (49 [< NRX 
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Следовательно, х*+! (1) СХ, (8), но выше показано включение 
Х(б) = дом Ф, поэтому операто› Ф в точке х“"" (и) определен. Ясно 
также, что 

ле + (1— №) хе (п) 6 Хь (6) = дот Ф, УЛЕЮ, 1, 
из условия 4 | 

sup || D" (Ax* +- (1 — A) x*F! (n)) |< M == зир | Ф" (х) |< оо... (1.8) 
AE{0,1] Xo(6) 

Оценим | D (x*+! (n))] сверху. Используя неравенство тре- 
угольника, имеем 

1D (+! 5 И — пФ 09| ФН) — 
ФФ | 

Второе слагаемое здесь оценим с помощью теоремы 3.3.6 о среднем 
значении приведенной в [88], а затем используем соотношения (1.8), 
(1.7) u | D (x*)| < R. Получается следующее: 

JD DSI — a} IDI +, sup JO" Gat + — AH (My 
же (а) — ЖЕ 5-м ИФ (9 [+ ММФ 

| SQ 1— al + ММВ) [Фа 
Таким образом, — —_ | | 

| D (x*+! (y)) |< 1 — n| + MN?PRn?) | © (x4). 
Подставив сюда 

п=т= min {1; a cue} 

будем иметь | | 

Фо" < Фо 
а=1—1-- ММ? < 1. (1.9) 

С помощью этой оценки докажем принадлежность х*+! (1) 6 Xo. До- 
пустим обратное, тогда 

et (7) €(dom®) \ Xo 
и при этом о 

EX, Ь— [5 5. 
Применим условие 2 при х= x*, y = xt (1), считая выбранное 
выше число 6 < А. Имеем соотношение | 

DE (n)) [>] (x) |. 
Сопоставляя его с (1.9), приходим к выводу, что Ф (5*) = 0, но тог- 
да me (п) = *Е6Х.. Полученное противоречие доказывает, что 

xt!) Xp. oe (1.10) 
43



Обратим теперь внимание на формулы (1.6) для определения х*+". 
Учитывая (1.10), легко заключить, что 

РЕФ" ау Ф ©” 1 
Для правой части этого неравенства существует оценка (1.9), поэтому 

[Ф (+) < а ФО 4<1 
Следовательно, 

| D (xk!) |< d*t!| M(x), &=0,1,... 
Так как 4< 1, это значит, что Ф (х^) > 0, npn k > oo. 

Таким образом, доказано, что для последовательности траекторий 
u® (t) = И (Ь ^х) выполняется сходимость 

g (ut (0), (1) = Ф0 0, 
причем каждая траектория и” (1) удовлетворяет условиям (1.3) 
(иначе, СХ). Чтобы отсюда получить утверждение, нужно вос- 
пользоваться сделанным 1 B начале этого параграфа предположением об 
устойчивости решения и* (1) краевой задачи. 

Как показывает теорема 1.1, для/реализации метода стрельбы 
вида (1.6) стартовый вектор х°’ должен быть взят из множества Х, 
т. е. так, чтобы (1, x°)€domU u Ut, ^х)6С0, 0<{1=<1. 
Возникает вопрос о том, несколько трудно практически осуществить 
выбор x° u3 X? 

Различают две возможные ситуации. Решение задачи Коши слабо 
реагирует на изменения начальных данных, и тогда множество до- 
пустимых стартовых векторов представляет собой «широкое» мно- 
жество, т. е. включающее шар достаточно большого диаметра. В этой 
ситуации выбор хФ осуществляется на практике без особых затрудне- 
ний путем простого подбора. Иначе обстоит дело в случае, когда 
траектории дифференциальной системы сильно чувствительны к 
изменению начальных условий и могут «быстро расти». Множество 
Х оказывается тогда очень «узким», т.е. может включать только 
очень малые шары, и для отыскания хотя бы одного его элемента не 
обойтись без специальных численных методов. Эти факты общеизвест- 
ны, они рассмотрены, в частности, в работах [30, 46, 104, 114, 
124, 149]. 

Из сказанного следует, что необходимы такие модификации мето- 
да стрельбы, которые работали бы при любом начальном приближении 
Х ЕС (0), не требуя при этом разрешимости задач Коши обязательно 
на всем отрезке [0,1]. Основным подходом к разработке таких метолов 
в настоящее время является метод продолжения по параметру [85, 
96, 104, 105, 129, 130, 143, 148, 149]. Используется, в частности, 
метод, в котором в качестве параметра продолжения берется дли- 
на отрезка интегрирования: отрезок [0, 1] разбивается точками 
9 = О< т <... «тм =1 и решение задачи сводится к после- 
довательному решению некоторых промежуточных подзадач на 
подотрезках [0, т„|, т =1, 2,..., М. Таким образом, на т-м 
шаге стрельба ведется траекториями, прерванными в момент ти. 
Недостаток этого алгоритма состоит в том, что моменты прерыва- 

2 6-399 17



ния т„ здесь фиксируются до вычисления самих траекторий. При 
«нерегулярном» поведении последних и неоднозначной разрешимости 
краевой задачи очень трудно заранее предсказать оптимальное рас- 
положение точек т„. Поэтому для обеспечения надежной работы 
алгоритма приходится брать число М этих точек больше, чем необ- 
ходимо в действительности, а это сказывается на объеме вычислитель- 
ных затрат. Предлагаемый ниже алгоритм отличается от указанного 
тем, что момент прерывания каждой пристрелочной траектории `оп- 
ределяется автоматически в ходе ее вычисления. 

Введем в рассмотрение функцию прерывания 

зир {ЕС [0, 1]: (, х) Е дот (0, 

т(х) = { Ч(Г, ХЕС(Г), ОЗЕЗЬ если хЕС(0), 

0, ecm x€R"\ G(0). 

В процессе стрельбы всякую MpHCTpeoyHylo TpaekTopuio u (t) = 
= 0 (&, х) будем вычислять только на отрезке [0, т (х)], т.е. пре- 
рывая ее в момент ¢ = Tt (x). M3 определения функции т (х) видно, 
что т (х) = 1, если траектория и (1) = И (&, х) удовлетворяет допол- 
нительным условиям (1.3) краевой задачи, в противном случае т (х) 
есть момент выхода и (1 из С (1. 

С точки зрения реальных вычислений необходимо, чтобы на отрез- 
ке [0, т (х)] траектория И (, х) была ограниченной. Пусть выполне- 
но следующее условие: 

УМхЕЮ", если 31» (0, 11 Иш |И (& Хх) | = оо, то 
flog 

FiC(0, too) Ut, x) ¢G(D. (1.11) 
Тогда любая траектория И (& х), неограниченно возрастающая при 

tf — t..< |, непременно в какой-то момент [< 1 должна оказаться 
вне «трубки» {С (1}, а значит, т (х) < 1, или, что то же, 

sup |U (t, x)||< oo. 
O<t<t(x) 

Указанному условию легко удовлетворить при задании множеств 
С (1. Действительно, в качестве {С (1)} всегда можно взять равно- 
мерно ограниченное семейство множеств, т. е. такое, что 

sup {|х|: хЕС (1)} < ©, 
16[0,1] 

а в этом случае. свойство (1.11) справедливо. 
Пусть, кроме того, семейство (С (1} удовлетворяет следующему 

условию: если непрерывная вектор-функция и () ЕС(Й для всех 
ЕС [0, 1), то и (1) ЕС (1). Будем иметь равенство 

[х:т (х) = |} = Х={х: 0% Х6С(0, O<t< lh. 

Видим, что отыскание траектории, удовлетворяющей условиям (1.3), 
можно свести к решению уравнения 

[$ (Хх) =1. 
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Ввиду этого пристрелочную процедуру организуем следующим об- 

разом. | 
Стрельбу начинаем с произвольного вектора х° ЕС (0). В общем 

случае т (х°) < 1. Тогда строим последовательность хо, хл, ..., мак- 
симизирующую функцию т (х), получаем 

T(Y < т(х) < ee <т() =1. 

Затем, начиная с вектора х’ (в случае т (х0) = 1 полагаем х’ = 2) 9 

строим процесс х’, х"!, ... минимизации ‘невязки | Ф (х)| (для сис- 
темы стыковки (1.4)) с соблюдением равенства 7 (x) = |! | 

1Ф (ФОН, т) = ВЕБИЬ... 
При наличии сходимости |Ф (х,) | — О последовательность траек- 
торий и” (t) = U (t, &х будет равномерно сходиться к решению 
и* (Ё) задачи (1.1) — (1.3) 4 

Таким образом, поиск решения краевой задачи проводится в два 
этапа. На первом этапе путем решения экстремальной задачи 

1 —т(х)— шт | (1.12) 
хЕ КП 

находят вектор х' Е Х и соответствующую ему траекторию и’ (1) = 
= U (t, х), для которой выполнено (1.3). При этом можно исполь- 
зовать известные общие методы минимизации. функционалов, изло- 
женные, в частности, в работе [35]. Однако такой подход может ока- 
заться недостаточно эффективным, поскольку не учитывает специфики 
минимизируемого функционала | — т (х), его природы. В следую- 
щих параграфах для решения экстремальной задачи (1.12) предлага- 
ются итерационные процедуры, построенные на основе итерационных 
схем решения нелинейных систем уравнений. | 

Второй этап стрельбы представляет, по существу, обычный метод 
стрельбы и может быть реализован, например, с помощью следующегб 
варианта метода Ньютона: 

хх — mya, Zh = (D! (x!) O (x), 
Me € argmin | D(x" — y2")|, (1.13) 

ТЕР, 

Р, = (т>0:т (х* — 1) = |, R=lI+-1,... 
Поскольку (х:т (х) =1} =Х и ХЕХ, для обоснования итера- 
ционного процесса (1.13) можно обратиться к теореме 1.1, заменив 
в ее формулировке вектор х’ на х, а множество Ху на 

Х; = {ХЕХ :[Ф (%) [3 |Ф (%*) |}. 
Замечание 1.5. В так называемом двустороннем варианте метода 

стрельбы [87, 104, 138] точка выстрела $ берется внутри отрезка интег- 
рирования [0, 1], а стрельба ведется одновременно на участке [5, 1] 
(решается прямая задача Коши) и на участке [0, $] (решается обратная 
задача Коши). Система стыковки имеет вид | | 

Ф (х) = (0 (0, $, х), И (1, , х)) =0, (1.14) 
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где 0 (1, $, х) — решение задачи Коши и = [(Ь и), и ($) = хв точке 
[с [0,1]. Описанный выше модифицированный метод стрельбы обоб- 
щается естественным образом, а именно, интегрирование дифферен- 
циальной системы с начальным условием и (5) = х проводится теперь 
на участках [$, т+ ($, Х] и [1 ($ х), $1, где 

т (5, х) = ШЕЕ [0, $] : М (РЁ, $, ХСС (Г), t<U<s}, 

тт (5, х) = зир (1615, И: (Г, $, EG"), sth}. 

На первом этапе стрельбы максимизируется разность т+ ($, х) — 
—т (5, х), хСО (5). В результате определяется траектория и? (А = 
= 0 (Ь $, х.), не выходящая из С (В при всех значениях ЁЕ [0, 1]. 
На заключительном этапе минимизируется невязка |Ф (х) | для 
системы (1.14) без нарушения равенства т+ (5, х) — т ($, х) =1 
причем в качестве стартового вектора берется x’. 

Решение задач с неразделенными краевыми условиями общего 
вида. Будем решать краевую задачу 

u=f(t,u), 0<#<1, (1.15) 

8 (и (0), #(1)) =0, (1.16) 

и(И Е (с, г), 011, (1.17) 
где |: [0, |х В" - В", в: В" х К" -> К" — непрерывно-дифферен- 
цируемые нелинейные операторы, $ (с, г) = (хЕЮ":|х—с| < 
< г} — замкнутый шар радиуса гЕ (0, оо) с центром СЕ В". 

Применим метод стрельбы с прерыванием пристрелочных траекто- 
рий при их выходе из шара $ (Сс, г). Траекторию системы | (Ь и) 
с начальным условием и (0) = х будем, как и ранее, обозначать через 
О (+, х). Определим функцию прерывания траекторий: 

[рее Н:И (Е, х)6$ (с, г), OXt'<t}, xES(c, rn); 
т" = 0, хе" 5 (с, 7). 

Отсюда видно, что любая траектория и (1) = И ( х) с начальньм 
вектором хС 5 (с, г) на отрезке [0, т (х)] находится в шаре $ (с, 7), 
причем если т (х) < |, то в момент Ё = т (х) она оказывается на 
границе этого шара, а затем — вне его. Отметим еще одно свойство 
функции т (Хх). 

Лемма 1.1. Функция т (х) полунепрерывна` сверху, т. е. У хе к 
У=>0 36 >0 УхЕК№", неравенство | 

собой условие т (х) >т(х) — в. 
д оказательство. Допустим обратное: пусть 

3хЕА"3=>0 \№М8>0 3хЕ$(х, 8) = (х: Ix—x1< 6}, 
т (х) < т(х)— г. 

Тогда т (х) < 1 и, следовательно, о 

356 (т (х), *(%) +=) & =U (s, x1) —cl —r>0. (1.18) 
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Вследствие непрерывности оператора ОИ ($, .) в `х для указанного 
& > 0 | 

350 VxES(x, 6) |U(s, x) —U(s, x)||< eo. (1.19) 

Из (1.18), (1.19) следует, что gua mo06oro x € S (x, 55) 
[О ($, x) —e] >r. 

Последнее неравенство означает, что т (х) <Q S H TeM более т \(х) < 
< т(х) -|е. Таким образом, 

VxES(x,6&) ts) >t(X)—e, 
но это противоречит допущению. Лемма доказана. 

Рассмотрим итерационный процесс стрельбы: 

el — xf nek, 2*§ = A*O* (x'), (1.20) 

argmax t (x*® — yz"),  T(x*) <I, 
>0 > 

ЧАС argmin || @ (x* — nz*)|, +(x’) = 1, 
ИЕР, 

Рь = (ч>0:т (^^ — 1^) =1}, Е=0,1,..., №5 (с, Г). 

Здесь 

О (т (х^), х) — с, если т (< 1, 

Ф (х), если т (х*) = 1, 

Ф (х) = &(х, Ц (1, x)). 

Матрица А^ размера п х п определяется в схеме (1.20) так, чтобы 
к-я итерация соответствовала какому-нибудь подходящему методу 
решения нелинейных систем уравнений применительно к системе 
Ф^ (х) = 0. Например, выбор 

^^ = Е (1.21) 
(Е — единичная матрица) соответствует явному методу простой ите- 
рации; при 

* (x) = 

А* = (Ф” (х"))' (1.22) 
используется градиентный метод: при 

А М) (1.23) 
применяется модифицированный метод Ньютона. 

Формулы (1.20) для определения х*+! через х^ зависят от того, 
принадлежит х^ множеству 

Х = {x:t(x) = 1} 

или нет. | 
При т (х") < 1 (начальная стадия процесса) вектор х*+! строится 

для получения т (х*+!) > т (х"). При этом направление движения 
й = —2^ от точки х“ выбирается с таким расчетом, чтобы траектория 
О(Ь > — yz") при достаточно малом шаге т > 0 в момент ¢ = 
= 1 (х^) оказывалась внутри шара $ (с, г) (т. е. | Ф* (х* — 12) | = 
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= И (с (х*), х' — 12) —с| <), в отличие от траектории И (& 
x x"), которая, в этот момент находится на границе шара (| B* (x*) | = 
=|О (< (х*), x*)-—cl] =r). War мп» определяется в результате 
максимизации функции т (х^ — 12^) по п > 0. Покажем коррект- 
ность такого определения, т.е. то, что множество 

T, = arg max t (x* — nz*) 
> — 

не пустое. Если 2 = 0 или 

sup t (x* — yz*) = 0, 
120 

то Т, = [0, оо). Если же 2? 40 u 

зирт (^^ — 12“) > 0, 
120 

то Т, совпадает с множеством 

т, = аготах т (х* — 12^), Ne = = 
пе, 2" 

так как при и > т точка х^ — 12 @ $ (с, г) ит (5 — 17) > 0. 

Но множество Г, пустым быть не может. Действительно, в силу лем- 
мы 1.1 функция © (1) =т (х* — 12) полунепрерывна сверху, 
а следовательно, по известному обобщению теоремы Вейерштрасса 

9 

ПИ, с. 475] на отрезке [0, Hel она достигает своей точной верхней 
грани. 

Как только процесс {х“} попадает в множество Х, процедура 
стрельбы переключается на минимизацию невязки | Ф (х) | с сохра- 
нением равенства т (х) = 1. Направляющий вектор й = —2* берется 
так, чтобы 

| D (x*§ — nz*) |<] (x*)|, 
если 1 >>O достаточно мало и |Ф (х*) | =2 0. Шаг ny, определяется 
как решение экстремальной задачи 

| D (x* — yz“) || > min. 
NEP, 

В разрешимости этой задачи нетрудно убедиться, если принять во 
внимание непрерывность _ Hye go = | Ф XG — 12)| и тот 
факт, что множество Р, = {п > 0! ^х* — 1276 Х} замкнуто и огра- 
ничено. Последнее вытекает из очевидного включения Х = 5 (с, nr), 
замкнутость — из замкнутости множества Х. В свою очередь условие 
замкнутости Х — следствие полунепрерывности сверху функции т (х). 

Таким образом, пристрелочная процедура (1.20) в идеальном ва- 
рианте должна производиться следующим образом: в начальной 
стадии 

т (0) < т(х1) < +e T(x) = 1, 
а в заключительной — 

с (^^) =1, Е>Ь 

|Ф (х^) |-> 0, Ё- о. (1.24) 
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Возникает вопрос, будет ли тогда последовательность траекторий 
u® (t) = U (t, >) сходиться к решению краевой задачи? Ответ дает 
следующая лемма. 

Лемма 1.2. Пусть выполняется (1.24). Тогда краевая задача 
(1.15) — (1.17) имеет решение. Если оно единственно, то последо- 
вательность траекторий и (1 = U (Ь х) при Е -—+ со равномерно 
к нему сходится. 

Доказательство. Так как т (х^) =1, Ето Ш (06 с 
Е$ (с, г), О < {< 1, Е > [. Следовательно, 

[1 (деи, 

| w" (2) || < sup {1 ($, и) |: $ [0, 1), #ЕЗ (с, г)} < © 
для любых Ё6[0, |= 1-1, ..., т. е. последовательности {и^ (#)} 

Hu fuk (t)} paBHOMepHo orpaHHuenbi. Ilo обобщенной теореме Арцела 
[64 с. 114] последовательность вектор-функций и* (1) в таком случае 
будет предкомпактной в пространстве С ([0, 1], К”). Возьмем произ- 

вольную сходящуюся подпоследовательность (им (1)}. Ее предел 
обозначим через и* (1. Докажем, что и* (1) является решением крае- 
вой задачи. 

Вследствие непрерывности оператора g 

lim g(a (0), w* (1) = g(u*(0), w*(1)). 
т со 

В то же время из (1.24) вытекает, что 

lim 2 (и “ (0), и? (1)) =0. 
р со 

Получается, что & (и* (0), и* (1)) =0, т.е. и* (1) удовлетворяет 
граничным условиям (1.16) 

Вектор-функция и* (1) удовлетворяет также условию (1.17) при- 
надлежности шару $ (с, г). Действительно, так как 

КЮ. 

и’ (0 ЕЗ (6, 7), 
а шар $ (с, г) представляет собой замкнутое множество, то 

и* () = Нин (ФЕЗ (с, 7). 

Остается проверить, что и* (1) есть решение дифференциальной 

системы (1.15). Замечаем, что задача Коши и=Р(Ь и), и(0) = 
— и* (0) разрешима на отрезке [0, 1], ибо обратное допущение при- 
вело бы к равенству | 

lim max da (t) || = 00, 
i-oo 1€[0,1] 

которое невозможно. По неравенству треугольника для всех #6 
ЕГО, 1] 

(ОИ, и Ом ФЦ 6 и 0) —ф0 0) 
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Правая часть этого соотношения может быть сколь угодно малой 
при достаточно большом номере #, значит, 

u* (t) =U(t, u*(0)), OxSt<l, 

т.е. и* (1) удовлетворяет (1.15). | 
Таким образом, последовательность {и^ (1)}} предкомпактна, и 

всякая сходящаяся ее подпоследовательность {uu (1} в качестве 
своего предела может иметь только решение и* (1) краевой задачи 
(единственное, из предположения леммы 1.2). Следовательно, после- 
довательность (и^ (й)} равномерно сходится к и* (1) при Е -+ оо, что 
и требовалось доказать. 

Приступим теперь к обоснованию конкретных вариантов итерацион- 
ной схемы (1.20). Вначале рассмотрим случай, когда матрица в (1.20) 
задается по формуле (1.23), т. е. как в методе Ньютона. 

Теорема 1.2. Густь выполнены следующие условия: 
1) ЗА > 0, Ухе$5 (с, о, если ЗНЕС (х), ПП, И (, ХЕ 

ЕЗ (с, 7, то ЗВ Е (® (>), В), И (%, ЕВ" $ (С, ГА); 
2) ели ХЕХ, у = 4от, Ф\Х и |х-иу|=< А, то |Ф (%)| < 

< | Ф (у) |; 

3) det (ee 2) 0 на множестве ((& ХЕ [0, Цх К" :Ё =т(х)} 

и 9е (Ф’ (х)) "> 0 на Х, причем 3 М < < эр (Sy |<, 
t=T(X)   

  

sup | (x) "|< М 

4) существуют ограниченные вторые производные Гато a *) 

и D" (x); 

5) ЖЕ РК 
[1% — |<, т (х°) > max т(х). (1.25) 

(lx—cll=r 

Тогда краевая задача (1.15) — (1. 17) разрешима, и если ее решение 
и* (Ё) единственно, то итерационной последовательности {x*\, опре- 
деляемой по формулам (1.20), (1.23), (1.25), соответствует последова- 
тельность траекторий и (# = И (t, x*) такая, umo 11 < о ц* (ЦЕ 
ES(,rn,0<t<1,k=1,1+1,..., lim max | u* () — u* (d| = 

k-oo t€[0,1] 

= 0, 
Доказательство. Рассмотрим произвольный К-й шаг 

итерационной процедуры (1.20), (1.23) 
ot yt tot (Ф" (0) Ф* 6, 

считая, что |^—с|<г, *(5“) >т(л0). Исследуем зависимость 
хН (п) = м — 12^ от >20. Используя условие 3, имеем 

Ну ЖИ И (Фи (ИФ [< пм [Ф* (| (1.26) 
Пусть \ взято из промежутка О<\п=< ae где 6 = Aexp(— Г), 

b= sup (Sor |. R= max (r, sup] (of) 
(0,1]XSle,r-+A) и. X 
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Тогда с помощью очевидной оценки 

К R 

[Oo «@)|<R 
из (1.26) получаем, что |х^“+ (\) — |< nNR< 6. Ilo HepaBenctBy 
Гронуолла [115] npw OS txt (x*) 

|U (t, xt+! (ny) —U (t, x*) |<] x®+! (n) — x exp L <b expL =A. 
Следовательно, ot! (yn) € dom Ф’ и 

U (t, xt! (yn) ES(c, r+ A), VWHE[O, t(x*)]. (1.27): 

Ouenum | DF (x*+! (y)) |. Для этого используем неравенство тре- 
угольника, затем применим теорему 3.3.6 из [88] о среднем значении. 
Учитывая условие 4 и неравенство (1.26), будем иметь 

ГР [Е — nlf O* (x) | + PO а) — 
— D(x") — OF (x4) (8M (n) — x) <1 — tO (x4 + 

+ sup ИФ" На АН Их НР 
ЕГО, 

<(|1 —n| + MN?Rn?) | O* (x*) |, 
где М < со такое, что 

sup | od) : (Е, х) Е (10, Пхэ(с, г А)) П 4от И} <M,   

ax? 

sup {|| O" (x) ||: x ES (c, r+ A) f) dom D}< M. 

    

— ; 6 1 
Возьмем H=H= min {1; WR , мик! ‚ получим оценку 

[DE x (MI <4] O" (x) I, 
а=1—\ + М№Ю\? < 1. 

В случае т (x*) <1 оценка (1.28) представляется в виде 

[0 (* (<), “ПТ а)) — c|<ar<r. (1.29). 

Покажем, что в этом случае 

Г — с], т" (1)) >17). 
Заметим сразу, что в силу (1.29) ит (х^) < 1, равенство т (х* +! (1)) == 

= т(х^) невозможно. Допустим, что т (х* +! (1)) < т (х*) и |хН (9) — 

—с|<,, тогда, используя условие 1 при х = +! (п) и в =т(%^) и 
учитывая (1.29), приходим к заключению, что | 

ЗК Е (т (х* +! (и), т (х*)), 

U (ty, хе (т) @ $ (с, "+ А), 
но это противоречит доказанному выше соотношению (1.27). Следо- 

вательно, т (х*Н! (1)) >т(^) и так как т (^^) > т(%°) > шах т (х) 
|x—cl\=r 

(1.28) 
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условие 5), то | х*+! (м) —с|< г. Теперь допустим, что | xk+l(n) —c] > 
>> г (в этом случае, очевидно, т (х^-! (1)) = 0). 

Так как |х* —с|<г, найдется число ИЕ ( (0, ) такое, что |хН Хх 

x ()—с| = г. Рассуждениями, аналогичными приведенным выше, ус- 

танавливаем, что | х*"! (1) —с| < г, т.е. допущение неверно. 
Найдем оценку для разности т (х*+! (1)) — т (х*). С этой целью 

заметим, что 

ИЕ, 9 —И (г, |5 КФ), К= эр |1 щ| 
[0.1] Ж$(с,г) 

если И (&, х) Е (с, г), (ЕЁ, {']. Подставив в приведенное неравенство 

в = т (НН (1), Р=т(х), х = хН (1), будем иметь 

т(жН (1) — 4 (x4) > КИ (воен (1), жН @)) — 
—U (a (x!), 7 (m)) КИ (ет, — cl — 

—10 (+), “Г (1) — с}. 
Отсюда, используя оценку (1.29), находим, что 

т(х”* (1)) — т (> ши (1 —т(5^); Kr (1 —)}, 
а так как из определения YY, следует 

ет" (и) т" (1), 
имеем 

Thy — +t (x*) > min {1 — T(x"); K~'r(1 —d)}. (1.30) 

В случае т № = | оценка (1.28) приобретает вид 

_ Фото Ф ор а<ь (1.31) 
Тогда т(х”"' (11)) = 1, ибо в противном случае, применив условие 2 с 
х = х*, у= хН (1), получили бы соотношение | Ф (х* +! (1) | >1Ф(х^ [ 
противоречащее (1.31). Поэтому чЕР, и 

ое Ф ен (п) [1 ( (и) 
Следовательно, если т (х^) = |, то 

1Ф (+) |< 4|Ф (о) тон ь а< = (32) 
Таким образом, в случае т (х*) < 1 установлена оценка (1.30), 

а при т (х*) = | — оценка (1.32). Поскольку константы 4, К в этих 
оценках не зависят от конкретного выбора х^ из $ (с, г), можно сде- 
лать вывод о том, что последовательность ({x*}, определяемая 
процедурой (1.20), (1.23), (1.25), с некоторого номера 

(1 —t (x®)) К 
r(l —d) < © 

попадает в множество Х = {х:т (х) = 1}, а затем, не выходя из 
множества Х, минимизирует невязку |Ф (х) || 

ID(x*)|<d*"|Or/)|, R=l+1, 14+2,...,d<1. 

т (х 

15 
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Для завершения доказательства теоремы достаточно использовать 
лемму 1.2. 

Замечание 1.6. Условие 1 теоремы 1.2 будет выполнено, если 

(eo и) ИН na и) Е (Е, uw) (u—c)+\f(t,u)P>0, O<t<], 

clu clr, u=U(t,x), ХЕ С, г. (1.33) 

Действительно, допустим обратное: 

ЭхЕ$ (с, 7), ЗНЕ(т(х), |, УБЕ (х), Ц, 

U (t, x» ES(c,r +A), Ut, Хх 6З (с, rv). 

Тогда для функции Фф (8 =| Ч (Ct, x) —cl] 

Vielt(x), 4), ФЗ Г-А, 

9$ (т (х), 11), Ф ($) >, 

| ф (т (х)) < г, Ф() < г. 
На основании указанных свойств функции ф (1) заключаем, что 

31€(t(x), 4), r<o()<r+A, $0 =0, $0<0. 
В то же время если в (1.33) подставим Ё= t, u=U (Е, х), то 

получим 

p(t) (4) + (@ (2)? & 0 
Наблюдается противоречие. 

При реализации итерационной процедуры (1.20), (1.23), обосно- 
ванной в теореме 1.2, необходимо на каждом шаге А вычислять 
матрицу А^ = (Ф" (х^))-'. Для этого надо сначала вычислить мат- 
рицу Якоби Ф* (^^) для отображения Ф^в точке х^ (на что потре- 
буется по меньшей мере (п -{ 1) выстрелов), а затем — провести ее 
обращение. С увеличением размерности п затраты машинного време- 
ни на выполнение указанных операций резко возрастают. Поэтому 
может оказаться выгодным матрицу АД*в (1.20) задавать по «более 
простым формулам». Сходимость процесса тогда ухудшится, зато 
«стоимость» выполнения каждого итерационного шага будет сравни- 
тельно невысокой. Например, в градиентной процедуре (1.20), (1.22) 
нет необходимости в операции обращения матрицы. Используя из- 
вестный прием, в схеме (1.20) можно принять 

AN = (DP (х®))", р Е 
тогда вычисление якобиана и его обращение нужно будет проводить 
не на каждом шаге, а только на некоторых р (®)-х. 

Самый простой вариант схемы (1.20) получится, если в качестве 
Д* взять единичную матрицу Е. Сформулируем условия сходимости 
процесса стрельбы в этом случае. 

27



Теорема 1.3. Пусть выполнены условия Т, 2, 5 теоремы 1.2 и пусть 
операторы И (+ -), Ф равномерно монотонны на некоторых мно- 
жествах, т. е. при некотором и >0 

фики рых ХР, 
ecau t€[0, 1], x’, x°€ S(c, r+ A), 

|U (s, x) —U(s, x")|<A, OSsxt(x’), 

(D (x') — B (x"))!" (x — x") > px’ — x" P 
u, ecau t (x’) = 1, 

U(s,x")ES(c,r+A), O<s<l, 

тогда краевая задача (1.15) — (1.17) имеет единственное решение 
и* (1, а последовательность траекторий и! (1 = 0 (Ь х), опреде- 
ляемая итерационной процедурой (1.20), (1.21), (1.25) при Е — oo 
равномерно сходится к и* (1. 

Доказательство. Будем следовать схеме доказательства 
теоремы 1.2. Для произвольного k-ro wara процесса (1.20), (1.21) 
рассмотрим вектор 

ХАН (п) = х* — пе 
5 

в зависимости от О <\т—< >. Здесь 

x" ES(c, r), 2 — Ф* (^^), 6 = Aexp(— L), L= sup | Га 

[0,1] х S(e,r+A) и 

  

  

Ю = max {r, sup | ® (x)|}, X = {x€R":t(x) = 1}. 

Очевидно, что | Ф* (х^) |< Ю. Ввиду этого 

[AP (q) — x0] = a O* (x) |< 8 = exp (—L) 
и, по неравенству Гронуолла, для всех ¢ € [0, t (x*)] 

[О жен (1)) — Ч (6 x*) |< — жехрЁ < А. . 
Отсюда следует, что 

И (Е хп (1)) 6$ (с, Г А), УЕСГО, т (м ]. (1.34) 

Найдем оценку для | Ф* (х* +" (1))|. Из условия о равномерной 
монотонности операторов ИП (Ё .), Ф следует, что 

(D* (x) — @* (x** (yyy)? (x* — x? (1) > pf * — °F (n) PP. 
Заменив здесь х — х^Н (\) на OD? (x*), получим 

(D* (x**! (yy)? (DF (x*) > py | O* (x4), 
откуда 

@* (x**! (ny)? D* (x*) < (1 — py) | O* (x*)[P. 
С ПОМОЩЬЮ этого соотношения и тождества 

[а = 2a7d + |a— bP —] OP 
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оцениваем 

1 у = 29 (^ (Hy)? OF (x4) 1" (6) — ФР а) — 

—| O" (x") F< (1 — 2p + C*?) | O* (x') P, 
где С — константа Липшица для оператора Ф* на шаре S (x*, 6), 

Wal, sup 1909]. C= max | su | 
р дх $(с,г-А)Г дот Ф (10, 1] х $(с,г-НАУП а4от И 

Таким образом, 

ФН (и) < (1 — 2 + СР) [Ф" («9 Р. 
Подставляя сюда 

      

И: | | 
H =H = MIN в} С , 

получаем искомую оценку: 

— — — 1 

1D (xP (m)) I< IO (x4), d= (1 — 2pm + C¥n4) <1. (1.35) 
Далее доказательство проводится так же, как и доказательство 

теоремы 1.2. При этом используется доказанное выше соотношение 
(1.34) и оценка (1.35). Заметим, что условие о равномерной монотон- 
ности оператора Ф не позволяет краевой задаче иметь более одного 
решения. Действительно, пусть вектор-функции и* (#) и и** (#) удов- 
летворяют (1.15) — (1.17). Из условия равномерной монотонности 
Ф имеем | 

(Ф (и* (0)) —Ф (м* (0))) (и* (0) — и** (0)) >в [и* (0) — и** (0) [. 
Левая часть неравенства равна нулю (так как Ф (и* (0)) = 
= Ф (м** (0)) = 0), поэтому м* (0) = и** (0) и, следовательно, 
u* (t) =U(t, u*® (0) =U (ft, u** (0) = и** (1, т. е. решения 
u* (t) u u** (f) краевой задачи совпадают. 

Замечание 1.7. В алгоритме стрельбы (1.20), (1.21) производные 
операторов И, Ф не фигурируют, поэтому сделанное в начале этого 
параграфа предположение о непрерывной дифференцируемости опе- 
раторов |, & можно ослабить. Теорема 1.3 остается в силе, если опе- 
ратор { ограниченный и почти всюду непрерывный, оператор [(Ё, .) 
на любом ограниченном множестве р < КЮ" удовлетворяет условию 
Липшица равномерно относительно ЁЕ [0, 1], а оператор & на любом 
ограниченном множестве ДР с А" х К" удовлетворяет условию 
Липшица. | 

Замечание 1.8. Изложенный в данном параграфе подход к построе- 
нию итерационных пристрелочных процедур без существенных изме- 
нений распространяется на задачи вида 

и= (и), O<t<l, 
б (и (0), и (1) =0, 

и(165$(с(0,г(1)), ОЗ 1, 
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где S (c(t), r @)={xERi]x—c (<r ()), функции 
С:[0, ПР”, г;[0, |-> R! непрерывно дифференцируемы. 

Решение задач с краевыми условиями простейшего вида. Метод 
стрельбы с прерыванием траекторий применяется для решения крае- 
вой задачи 

и= (и), 0<2<1, (1.36) 

Иа (0) = а, ив (1) =Ь, (1.37) 

ив (265 (6, г), 0<Е<1. _ (1.38) 

Здесь заданы нелинейный оператор Ё: 10, Их Ю"- В", мультиин- 
дексы «= (9%, ..., бит), В = (В, .... Ви) (1<тц< п), векторы 

a€R"", BER” и шар 5(6, г) = (хЕВ":|х—6|[<г} радиуса ге 
Е(0; -- со). Будем предполагать, что оператор } непрерывно диффе- 
ренцируем, причем | 

oF, а (61) 
7 :£€[0, 1], ugES (b, Nb < o. (1.39) 

        
sup | 

pt 

Через И ($, х), хсЮ", будем теперь обозначать решение и (1) 
следующей задачи Коши: 

и= ри), и (0) =а, и (0) =x. 

Иначе говоря, И (Ё, х) — это траектория дифференциальной системы 
a 

(1.36) с начальным вектором Ц (0, х) = а Ф х. Определим функцию 
прерывания такого вида траекторий: 

зир (Ее [0, 11: Ов(Ё’, х) 65 (6, г), ОЗРЭВ, если (а ФЕ 
т (х) = ] 65 (6, у, 

0 в противном случае. 

Благодаря условию (1.39), всякая траектория u(t) =U (t, x) 
на отрезке [0, т (х)] будет ограниченной. Точнее верна следующая 

лемма. 
Лемма 1.3. Для УК, < со ЗК, < сю УхЕК", если |х|<Кь, то 

sup {|U(, х) |: ЕЕ [0, t (x)]} < Ao. 
Доказательство. Возьмем произвольно хе А" со значе- 

нием т (х) >0 (при т (х) = 0 доказательство тривиально). Из опре- 
деления т (х) следует, что для любого ЁЕ ГО, т (х)) 

|Up(t, x) —b] <r. 
Будем считать, что это соотношение выполнимо и для t =F (х), по- 
скольку в случае (т (х), х) @ 4от И оператор Ив можно доопределить 
по непрерывности 

lim Ug (t, x) = Ug (t (x), Хх). 
t—> T(x) 

Введем оператор 
В 

ii, 9) = | (1, Us (t, x) ® v), 
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действующий из пространства [0, т (х)] х Ю"тв Ю”—”. Он непре- 
рывно дифференцируем и удовлетворяет нетавенству 

Of (t, v) 
sup 9% 

[0,5] х "т 

вытекающему из условия (1.39). Из курса обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений [110] известно, что в таком случае задача Коши 

  

  
<= 

  

о=1(,5), 0(0) =(@O Hq 
на отрезке [0, т (х)] имеет единственное решение и (#, причем 

УК, < © 3К<® [9(0|<К, 0<1#<т(м, 

если |х| < К,. Легко также видеть, что 

v(t) = Ива (Хх). 

Принимая все это во внимание, заключаем: если |х| < К,, та 

IV é, = (в, ХР в, & ХР“ 

< (6-9 -- К)" = К», OSt< (x), 
Лемма доказана. 

Из определения функции т (х) и леммы 1.3 вытекают следующие 
свойства: если т (х) >> 0, то (t, x)€ dom U, Ug(t, x) €S(b, у), 0=< 
< = т (х); если 0 < т (х) < 1, то 

[Up (t (x), x) —b| =r, 
У=>0 4s€ (u(x), (x) + €) [Up (s, x) —b] >r. 

Кроме того, можно доказать следующую лемму. 

Лемма 1.4. Функция т (х) полунепрерывна сверху, т. е. УхЕ 
ЕК" Уё>0 36 >0 УхЕК", |х—х|<0 влечет за собой 
t(x) St (Х—.. _ 

Доказательство. Допустим, есть точка хЕК”, в кото- 
рой функция т (х) не является полунепрерывной сверху, т. е. 

Je>0 Vb6>0 4x€S(x, 5), т(х)<т() — в. 

Тогда т (х) <Ти, значит, 

35 (т (х), т (х) + =) в =|Ив ($, Х —6|—г>0. 

Ввиду этого 

[Ов ($, x) — 61 > [в ($, х) — 6 — ОВ (5, x) — Ug (s, x) |= 

=r +e —|Up(s, x) —Usg(s, x), 
HO из непрерывности оператора (в ($, .) вытекает 

35, >0 УхеЕ$(», 60 [Up (s, x) —Us (s, x) || < &5, 

поэтому _ 

1Ов ($, х) —6|>>7т, УхЕЗ(щ, 65). 

- 31



Следовательно, 

У хЕ$ (Хх, 6), “(< 5<т() +. 
Из полученного противоречия следует доказательство леммы. 

Решать краевую задачу (1.36) — (1.38) будем с помощью следую- 
щей итерационной схемы стрельбы: 

ЖАН = xk — yyzk, zk = A*D* (xt), (1.40) 

Ne € argmin (1 — (x8 — yz*))* + | DE (xt — т)", 
n> : 

k=0, 1, ..., x°€ {x€R™: (x) >}, 

где Д^ — некоторая т Х т-матрица, 

Ф\ (х) = Ов (т (х^), х) — 6. 

Ниже будут указаны условия, при выполнении которых процесс 
{1.40) происходит следующим образом: 

t (xkt!) St(x*), Е=0, 1,..., 1-1 

сет, 10, +) — 5408,6 (1.41) 
= 1[-1,..., а<1 1<®. 

Выясним, когда из (1.41) следует сходимость пристрелочных траекто- 
рий к решению краевой задачи. 

Лемма 1.5. /Густь имеется ограниченная  последовательность 
же {хе Ют:т (х) =1}, Е=ЬИ-И,..., для которой Ив (1, x*) > 
—> b npu k — со. Тогда краевая задача (1.36) — (1.38) имеет решение 
и* (1, и если других решений не существует, то 

lim max ||U (¢, x*) —u* (t) || = 0. 
k-roo (€(0,1] 

Доказательство. Введем обозначение uw (t) = U (t, x*). 
По условию 

ЗК. < [|< К, т()=Ь В=Ь1+Ь,..., 
поэтому согласно лемме 1.3 

ЭК, < с max |u* (t)||<K,, 
tE[0,1] 

какой бы номер ^ ни взять. Таким образом, последовательность {и^ (1)} 
равномерно ограничена. Так как 

УЕ [№ (0 < sup {IF (4, в): 1 0, И, [и [< К»} < ®, 

равномерно ограниченной является также последовательность {и* (1)}. 
Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1.2. 

Рассмотрим конкретно варианты схемы (1.40), в частности вариант 
когда матрица А* в (1.40) определяется в соответствии с методом 
Ньютона: 

А* = (Ф" (^^). (1.42) 
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Теорема 1.4. ГГусть удовлетворены следующие условия: о 

1) если ЗАЕ (0, + о) УхЕ В", (а @ x)pES (b, r),t < ти 

VEG Ou (x), 1] ye (ty, x)-€ S (6, r), mod ty € (t (x), 4) Up(to, x) В" \ 

2) на ножа тва р = (14 х) 610, 1] X R™1t= t (x)} | 

det (2B) 2, 
причем 

ДИв (Е, о ре к 
8) МЕС (0, 1] оператор Ив(Ь -) имеет на множестве {х: (ХЕ 

Ив (6, x) 
С 4от И} ограниченную вторую производную Гато —ra 

4) 1 ER™| (AO %)p—b1 <4 . 
5) {Вя, -.-, Вт} = (9, ..., бит} или tT (x°) > max T(x), | (a® 

Фхв— 6] =; 
6) множество Ху = {x € R™: 7 (x) > т (х0)} ограничено. 
Тогда решение и* (Ё) краевой задачи (1.86) — (1.38) существует. 

Если других решений нет, то для итерационного процесса (1.40), 
(1.42 

Jl<oo t(xt)=1, R= 1, 144, 
lim max ||U (t, x*) —u*(t)| = 0. 
К со 0<#<! 

Доказательство. Проанализируем произвольный ЁЕ-Й 
шаг процесса (1.40), (1.42) 

На — пы, 2 = (Ф" (4) "Фо, 
предполагая по индукции, что 

a 

с (5) > 1), (a @ x*)p —b] <r. 
Покажем, что данное определение BekTopa x*t! корректно. Со- 

гласно условию 2 матрица Якоби Ф* (х^) обратима и, следовательно, 
вектор 2 (направление переходаот х^ к х“+) определен. Докажем 
существование \,. Введем обозначение 

9, (п) = ((1 — т (х* — 12^))? + | OF (xt — 12) 2). 
Надо доказать непустоту множества 

arg min ©, (n). 
n20 

При г^ = 0 это очевидно. Если же 2^-2 0, то 

Э\« >0 Уй>и\ 1(%“ — 12) < т(л”), 
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иначе множество {х:т(х) > т (х^)} было бы неограниченным, но 
это невозможно, так как оно включено в множество ху, которое по 

условию 6 ограничено. Следовательно, для любого значения YH > Nh 

в (п) = (1—1 (5% — 121)? - 79)" > (1 — 0 (x4)? +7?) > @, (0), 
т.е. ©, (1) > ©, (0). Поэтому 

aremin ©, (n) = arg min ©, (nH). 

nE[o, п, | 

Остается отметить, что на основании леммы 1.4 функция ©, (1) полу- 

непрерывна снизу, поэтому на отрезке [0, т,| достигает своей точной 
нижней грани [111, с. 475]. Существование \, доказано. 

Введем обозначение 
Же (и) = х^ — 12, 120. 

Условие 2 дает оценку 

1(Ф” («|5 М, 
используя которую получаем 

НН (и) — |= м2“ КФ” (ПФ (9 |< МФ" («9 |, (1.43) 
а так как || M* (x*)|| <r, To 

  

| x84! (n) — м |< я. (1.44) 
Возьмем ч из промежутка 

0<n<—, (1.45) 

где 

6 = Аехр (— Г.), 

Г. = sup sup SE) ‚ 
160,1] ибо А)   

    

  

9, (А) = ШЕЮ": Зиб о, [и —и|< 4}, 

= (ИХ: т (49) < 1<т(х}}. 
< помощью леммы 1.3 и условия 6 об ограниченности множества Хь 
нетрудно установить, что множество &, ограничено. Ограниченным 
является и его «А-расширение» в, (А). Поэтому определенная выше 
величина [, конечна. 

Из (1.44), (1.45) следует, что 

[1 (м) — х* | < 6 = Аехр (— Г). 

Применяя лемму Гронуолла [115], имеем 

JU (t, x*F! (y)) —U (E, а) — жехр (В) А, 0315 1(%). 
Отсюда вытекает следующее: | 

WEE[O, t(x*)] Ив, хе (и) 65 (6,74), (1.46) 
УЛЕО, | Ах (9) (1 — A) х Е дот Ф*, 
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9°Ов (Е, x) 

ox? ’ 

    

сир | "(Ахен (п) (1—1) х*) |< М = sup | O<A<i [0,1] х Хо(бУй дот Ч 

| (1.47) 

X, (8) == (¥€R" 9 XE Xp xX — X]< 4}. 
Отметим, что М < oo. Это следует из условия 3 об ограниченности 

99а (Е, x) 
ax? 

Получим оценку для нормы Ф^ (х^ +! (\))! 

Пенн (5 — пФ НФ НН (п) — OF (4) — 
О ен [Ия 0) [+ ‚зар ИФ (Аж + 

и условия б об ограниченности Х.. 

+ — №) жен (9) ИН п) — 2 (| — | + MNP?) § BO) J 
Здесь использованы неравенство треугольника, теорема 3.3.6 из [88} 
о среднем значении, а также соотношения (1.43), (1.47). 
Полагая 

Що на} 1: б . I 
n= = min fl; Nr? SHIN} 

находим искомую оценку: 

[Фон ау а (x*) If 
а=1 —ч-- ММ? < 1. (1.48) 

Оценку (1.48) перепишем в виде oe 

[Up (a (x4), x#+1 (m)) — |< ав (с (2, №) —65]. _ (1.49) 
Отсюда | 

[Ов (< (х^), хе (1)) — 657 
Используя это соотношение, методом от противного докажем, что 

a _ _ О 

(a ® x1 (y))3 — bf <r, t(x*+" (n)) Dt (x4). 
Допустим, что = | 

(a @ xt (n))p ES (b, 7), т (А (п) <т(х”).. | 
Тогда, полагая в ycnoBHn | x = x*+! (ny), 4, = w(x), заключаем, ‚ что 

ЗЕ (т (хе (1), т (х*)), Up (to, хе (n)) € R™ XS (6, r +4). 
Получаем противоречие с (1.46), значит, принятое допущение ‘неверно. 
Пусть 

@фиН (4), @5(6, 7), 
тогда найдется число 1 (0, 1), для которого | (a@ xk! (1))в —6| = г. 

Ввиду условия °5 т (х^! (1)) < т (**). Отсюда так’ же, как и раньше, 

3s 3 5



с помощью условия | приходим к противоречию. Допустим наконец, 

uTo t (x*t! (y)) > >t (X*), HO ||(a @ же (1))в — 6| =. Тогда согласно 

условию 5 т (х* + (1) <1 (x°) <1 (x*). Получаем противоречие. Таким 
образом, установлено, что т (х* (1)) > т (^^). Чтобы оценить разность 

т (х*+! (1)) — т (^^), заметим, что 

1Ов (Е, x) —Usi(t’, ЕК —Г), 

К = зир |8 (и) |< о, 
[0,1 Хоф . 

если И (Ь х) Ев, Г << РГ (как показано выше, множество в 
ограничено). Возьмем здесь 

г тж (1), Г=т(*), хе Ни 
Будем иметь 

(же (п) —т (9) > К" |Ов (ен (т), 
жен (1) — Ив (< (**), хе (1) | > К [Овен (а), жен ()) —6|— 

—|Up (a (x*), x*+! (n)) —b]). 
Это соотношение и оценка (1.49) приводят к заключению о том, что 

т (хН (1)) —т (жж) D> min {1 — 7 (x4); Kr (1 —d)}. ° (1.50) 

Непосредственно из определения \,, Хх“ видно, что 

T (xt) = т (ж (и) > т (1 (1), 
[DE (+1) | = LO" (eH (ng) | = OF (AH! ()) | 

поэтому оценки (1.48), (1.50) приводят к следующему результату: 

a (xt+!) — 4 (xt) > min{1—7(x*), K7'r(1 —d)}, 

[O° (xt) |<] O' (x4), d<l. 
Следовательно, 

31 SSE 1, R= I+ oe, 
|Ug(l, x*) —b|>0, k->oo. 

Доказательство завершается применением леммы 1.5. 
Замечание 1.9. Несложно проверить, что условие | в теореме 1.4 

будет выполнено, если (см. замечание 1.6) 

| [28 (f, и) 
ot 
  

a т 4 Be re, u)) (uy —6) + |fe(s u) P20; 0<t<1, 
г ив —6|<г-+ А 

| u=U(t, x), (a ® pe S(b, r). 

Замечание 1.10. Условие 6 теоремы 1.4 при © = В+ выполняется 
автоматически: если |х° — 6 | < г, то т( х0) > 0Ои множество Ху = 

36



= (х:т (х) > т (х)} ограничено так как в этом случае Х = $ (6, r). 
Для ограниченности множества Х. в общем случае достаточно, чтобы 
оператор Ив (& .) при любом фиксированном ЁЕ [1 (хо), П обладал 
следующим свойством: для любой последовательности (х,} < К” 
такой, что 

((1, х^)} < ЧотИ, Ит|(а Ф жа | = 0, 

выполняется равенство 

та в (@, xt) | = 00. 
k- 00 

Обоснование простейшего варианта процедуры (1.40), в котором 

A =E (1.51) 

есть единичная матрица, вытекает из следующей теоремы. 
Теорема 1.5. Густь выполнены условия 1, 4, 5 теоремы 1.4 и, кроме 

того, при любом ЁЕ [1 (хб), 1] оператор Ив (& :) равномерно монотон- 
ный на некотором множестве из Ю", точнее, 

Jn>0 Unt, x) —Ust *))" @! — x) > ple’ — 2", 
Ух", х"Е{х: Ив (5, ES(,r +A), 0<s8<h}. 

Тогда краевая задача (1.36) — (1.38) имеет единственное решение 
u™ (t) u итерационный процесс (1.40), (1.51) определяет последователь- 
ность траекторий u® (t) = U (t, х^) такую, что | 

31<< 1(0Е3(5, г), 0<1<1, k= 7 I+ 1, 

lim max || u* (4) — u* (2) |= 
k-+oo [0 

Доказательство. Оно совершенно аналогично доказа- 
тельству теоремы 1.4 (см. также теорему 1.3). Отметим лишь некото- 
рые отличительные особенности. 

Оценку для |Ф" (х* +! ( (1)) |, где хе! (1) = х* — мФ^ (%*), О <= и, 
находят из условия о равномерной монотонности оператора Us (t (t, - 
Согласно этому: условию 

(D* (xt) — Ф' (ен (п) жен (т) > их — хе (п [P. 
Разность х — х^+! (1) заменим на OF (x), получим 

Фен тг Ф* (9) < (1 — ФР: 

te mel 

Используя это неравенство и тождество 

La = 207 Да БР ДОР, 
получаем 

J" (xt! (n)) P= 20" (xe (ny)? o (x8) + JO" (xh) — "(et (1) — 
— ФЕ — 21 + С9Р)Ф* (x4) р, 
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дИв (С, x) 

      

rie C= Sup является константой Липшица для 
(0, ход чот И дх . 

оператора Ф” на шаре о (х^, 6). После подстановки y= Y= min wa , 

cr} в неравенство приходим к искомой оценке 

жен (1) [< а” (р 
а= (1 — 2uy + Cy?) < 1. 

Отметим, что множество Х, = {х:т (х) > т (х0)} в условиях 
данной теоремы оказывается ограниченным. Действительно, пусть 
ХЕ Хь Х = Хо, тогда по условию о равномерной монотонности 

(Ug (t (x°), x) —Up (t (x°), x°))' (x — x9) > wx — x° 
откуда 

в), x) —Up (0), 2) 
2r 
и, e 

Наконец, отметим, что в условиях данной теоремы краевая задача 
не может быть разрешима более чем однозначно. В этом легко убе- 
диться, использовав равномерную монотонность оператора (/в (1, .). 

и, значит, |х| < [|+   

$ 2. Метод последовательной стрельбы 
на подотрезках отрезка интегрирования 

Границы практического применения метода — стрельбы. 
Алгоритмы ‘последовательной стрельбы. Рассмотрим краевую задачу 

и=Е и, 015 
На (0) = а, ив(1) =В, (2.1) 

ив (0656,7), 0515 
где {1[0, |] х Ю"- КЮ", а = (а, .... бит), В = (В,, ... Вм), 

ав", ЕЮ", 1<5тж<п, S(d,r)= {xe R":|x— dt<r}, 

r€(0; +00). 
Предполагается, что оператор { имеет непрерывную производную, 
причем 

fey (¢, и) 

ди 1 
>     

sup | ЕС [0, 1], изЕЭ (6, n| < <. (2.2) 

Предполагается также, что решение и* (#) краевой задачи сущест- 
вует и единственно. 

Выше для решения этой задачи применялся метод стрельбы с пре- 
рыванием траекторий ири выходе их В-проекций из шара S (6, r). 
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Была предложена итерационная пристрелочная процедура, позволя- 
ющая строить последовательность x* € R™, Е = 0, 1[,..., сходя- 

щуюся к корню х* = ил (0) системы стыковки 

т (х) = |, Ив (1, x) = 6, (2.3) 

где О (Ь х) — решение и (1) задачи Коши и = | (Ь и), и (0) =а a x, 

T(x) = 
@ 

зир {#6 [0, 1]: Ов(Г, хЕ$ (6, г), если (a@® x)pES(0,r),, OSU <t 

О в противном случае. _ 
Соответствующая последовательность траекторий и“ (1 = 0 (Ь х) 
равномерно сходится к ц* (1). Следовательно, теоретически решение 
краевой задачи может быть получено с любой наперед заданной точ- 
ностью. | 

Однако на практике в связи с применением ЭВМ дело обстоит ина- 
че. Указанный метод стрельбы к успеху не приводит, если решение 
задачи Коши обладает повышенной чувствительностью к изменению 
начальных данных. Для удовлетворительного решения краевой за- 
дачи корень системы стыковки нужно тогда найти с точностью, кото- 
рая не достижима при счете на ЭВМ. 

Поясним сказанное. Пусть дано 2 > 0 и требуется по методу 

стрельбы найти приближенное решение u (t) краевой задачи (2.1) 
такое, что 

[Ши 011. (2.4) 
С этой целью решаем систему стыковки (2.3). В реальных условиях 
наилучшая точность, которая может быть достигнута при ее решении, 

bx x(1 +x"), 
где х > 0 — относительная погрешность округления чисел в ЭВМ. 
Пусть 6 <е и пусть приближенный корень системы стыковки 6 
найден: 

1х — ^*|< 8. 
Введем обозначение 

Г. зар [|735 | 1610, Пи — м 15, 
„1 Е 

A= min te = In (=) . 

С помощью леммы Гронуолла получаем, что 

[U (t, x) —u* (| = МИ — x exp (LAS 
< 6 exp (Lt) < e, Vt€ [0, A]. 

Отсюда можно сделать следующие выводы. 
Если константа Липшица 

< (55), 
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то краевая задача в принципе поддается решению методом стрельбы. 
Действительно, в этом случае значение А = | и, следовательно, 

траектория и (Ё = 0 (& х) удовлетворяет (2.4), т.е. является иско- 
мым г-приближенным решением краевой задачи. 

Если 

L>In(+} , 

то А < Ти траектория И (& х) на участке может как`угодно сильно 
отличаться от точного решения и* (1). Поэтому метод стрельбы может 
в этом случае оказаться непригодным. 

Таким образом, существует довольно широкий класс задач, для 
решения которых метод стрельбы не пригоден. Этот факт хорошо 
освещен в литературе [69, 104, 114, 124, 138, 149]. В чаетности, пока- 
зано [114], что краевые задачи для так называемых П-систем, с по- 
мощью которых описывается принцип максимума Понтрягина в теории 
оптимального управления, являются, как правило, «плохими» для 
метода стрельбы. | 

Известны модификации метода стрельбы, с помощью которых пре- 
пятствие, связанное с неустойчивостью траекторий, может быть пре- 
одолено. Среди них — метод параллельной (множественной) стрельбы 
[30, 104, 126, 138]. Этому методу, а также различным его комбина- 
циям с другими методами, в последнее время уделяется большое вни- 
мание. Вопросы теоретического обоснования и практической реали- 
зации метода параллельной стрельбы интенсивно разрабатываются 
[44, 86, 87, 130, 131, 136, 143—145, 146]. При ведении параллельной 
стрельбы вычисляются @ пристрелочных траекторий на @ подотрез- 
ках отрезка интегрирования. С увеличением числа @ влияние не- 
устойчивости ослабляется. ‹ В этом заключается основное преиму- 
щество метода. Его недостаток состоит в том, что система параллель- 
ной стыковки имеет довольно большую размерность (порядка nQ). 
Решение этой системы требует больших затрат на вычисление. 

В настоящей работе предлагается метод последовательной орга- 
низации пристрелочных процедур. Опишем его общую схему приме- 
нительно к задаче (2.1). 

Отрезок интегрирования [0, 1] разбивается на Ч подотрезков точ- 
ками 

59 =0<5, < eee < $0 = 1. 

Приближенное решение и (Р) краевой задачи строится за @ шагов. 
На очередном шаге д.=0, 1,..., 9 — 1 применяется пристрелочная 

процедура с точкой выстрела ив результате находится и (Г) на 
участке 5, < 2= 5.41. 

Опишем подробнее произвольный 4-й шаг алгоритма. Рассмотрим 
вспомогательную краевую задачу os 

u=f(t,y), SgSt<l, ши ($ =’, (2.5) 
ив (1) =6, ив()Е$ (6, г), $<1<1, 
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где 29 =а, © =а, а если а>0, то 

9 9 9. 
a = (Qi, ое у Cn—m) 

(некоторый мультииндекс, его компоненты &7 представляют собой 
параметры алгоритма), вектор 

@ = ug (Sq); 

определяется в результате (4 — 1)-го шага. Шаг состоит в примене- 
нии к задаче (2.5) метода стрельбы с прерыванием траекторий. Стрель- 

ба ведется траекториями (71 (ЁЬ х) системы и = [(®, и) с начальным 
условием вида | 

a 

u(S,)=a° @x, xR" 
Момент прерывания траектории (1 (1, х) определяется по формуле 

sup (РЕГ 1 Ub, ES(b, 1), РВ, 
Та (%) = | если (a’ © x)pE S (6, r), 

5 — В противном случае. 

В результате применения пристрелочной процедуры находят 6-при- 
ближенный корень системы стыковки 

т (х) =1 (= о 0.6} 

т.е. таковой вектор ха, что. 

х*4 | |x? — x" .< | 
где х”’ — точный корень системы DS), параметр 6 > 0. Произво- 
дится присваивание = 

~ д . 

u(t) =U%(t, x"), Sgxt< Sou, 

и на этом работа 4-го шага заканчивается. Если 9 < 0, то делается 
переход к выполнению (4 -| 1)-го шага алгоритма. 

Таким образом, алгоритм последовательной стрельбы описан. 

Его параметрами являются {5}, {01} и 6. Нужно задать. их значе- 
ния Такими, чтобы получаемую по этому алгоритму вектор-функцию 

и (2 можно было бы принять в качестве приближенного решения 

краевой задачи (2.1), т. е. чтобы вектор-функция и (1) была в некото- 
ром смысле близка к точному решению и* (1). Справедлива сле- 
дующая Лемма. | 

Лемма 2.1. /1 усть. и (0,1 =1, 2, есть решение задачи Коши 

и = 1 (Ь и), L<t<h, u(t,) =v, 
тогда о 

| up (t) — up (2) |< lop — vp] + |] ot —v? | (exp (L (¢ —4)) — }), 

WEE [t, te], УГ шах |: 
| и 
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Доказательство. Введем обозначение 

v(t) = u' (tf) — и (1. 

По неравенству Гронуолла 

во (2) 15 [о (@,)[ехр(Ё (1—1), ВЗЕЗЬ. 
С помощью этой оценки получаем 

4p (4) | = Hos (44) + \ (в (РГ, м" (Г) — в (Г, и" (0) at" < | op (4) | + 

ое )| dt! <]}op (t,) | 4 Lhe | ехр( (Е —t))dt'< 

< ов (#1) [о (2) [(ехр (Ё (# —&)) — 1), ВЕ Ь. 
Что и требовалось доказать. 

Теорема 2.1. Пусть задано = > 0 такое, что 

шт || ug (() —b|<r—e, (2.7) 
0<1<1 

"= тах max “|< со, (2.8) 
0<t<l и | 

    

a 

UpES(ugih,e) 

iu пусть параметры алгоритма последовательной стрельбы подчинены 
YCAOBUAM 

  

0<6<min fe =, (2.9) 

(Ва, ..., ВРш}. © (09, ...› быт), g=l1, 2,..., Q—1, (2.10) 
9941 —5.<А„ 9=0,1,..., @— 1, (2.11) 

где А, — положительный корень уравнения 

5 exp (LA) npu 9=0, 

5 (exp (LA) — 1) + oC ae А) при 9>0. 
4 

(Отметим, что существование А, гарантируется условиями (2.8), 
(2.9). Предположим также, что для любого дЕ {1, „9 — Пи 
любого вектора А Е Ю"_" такого, что 

ad . 

|(А Фх)в — ив ($) [< (2.12) 

{это условие в силу (2.10) фактически не зависит от вектора х Е К"), 
краевая задача 

и= Би, 5.5 и. (5) =А, (2.13) 

ив (1) =6, 1 (065(6, г), S,xt<l, 

имеет единственное решение и“? (Ё А), причем 

145 (5 А ще, УЕ 1. (2.14) 
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Тогда процесс последовательной стрельбы определен корректно, т. е. 
на каждом его шаее 4 система стыковки (2.6) имеет единственный 

корень х**, а траектория 1 (Ь x4), соответствующая ее §-npubau- 

женному корню x? € S (x*’, 6), на отрезке 5. 315 So+1 ограни- 

чена. В результате этого процесса находят вектор- функцию и (1), 
для которой справедлива оценка | 

|4 (В — ив (3, 0351. | (2.15) 
Доказательство. Применим метод индукции по шагу 

а. Проанализируем сначала шаг д = 0. В этом случае единственный 
корень системы стыковки (2.6) есть 

х*0 = и (0). 

Так как существует предположение (2.2), то траектория Ц? (1, x°) 

на промежутке 0=<1=< tw (хо) ограничена (см. лемму 1.3, $ 1). Пока- 

жем, что то (%°) > S, и 

(И — ив (дв, 05155, (2.16) 
Используя неравенство Гронуолла и условие (2.11), для произ- 

вольного ЁЕ [0, шш (то (х°), $, получаем 

Us (t, x°) —up (2) = UB (t, x°) —Up(t, x) |<] x? — х* | ехр (1.9) < 
< dexp(LA,) = «, 

т. е. 

В х°) — и (|5 << ша (т, ©), $1. (2.17) 

Допустим, что Te. (x°) < S,, Torga u3 (2.7), (2.17) BbITreKaeT HepaBeHCTBO 

{UB (Te (X*), x9) —- D] SPUR (To (x%), x) — up (Ty (x°)) | + 

+ up (t (x) —b]<e + (¢ —8) =r, 
показывающее неверность допущения. Значит, To (x°) > $1. Оценка 
(2.16) справедлива, так как она тождественна доказанной оценке 
(2.17). 

Сделаем следующее предположение: пусть завершен (4 — 1)-й шаг 
процесса последовательной стрельбы (46 {1, 2,..., @ — 1}, функ- 

ция и (1) построена на участке 0<1< 5. и | 

а (9 шв 0<1<5° (2.18) 
Докажем, что ма шаге д функция и (Г) корректно достраивается на 
подотрезке [$., $.-|, при этом 

IMs (0) —up(I<e, Sy<t< S41. (2.19) 
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Jina’ @4 = tq (Sq) и любого хЕК” вследствие (2.10), (2.18); 

14° Ф лв — из (54) 1 = [в (54) —и8 (59 |< 
т.е. условие (2.12) при А = а4 выполнено. Согласно предположе- 
нию, краевая задача (2.13) в таком случае имеет единственное реше- 
ние ц”9 (1; а). Поэтому система стыковки (2.6) однозначно разре- 
шима, ее корень 

| xe = и, nal (5; а°). 

Далее, предположение (2.2) обеспечивает ограниченность траектории 

U9 (t, x9), x9 Е5 (х””, 5), на участке 5, < ЕЖ< т (х9). Надо пока- 

зать, что т, (х4) > 5.4. и справедливо неравенство (2.19). 

_По неравенству треугольника для любого #6 [$., min {t, (x?), 

ба} 

|UR(, x) —up ()I<IUS$ (, x9) —UB(t, «°9) | + [ub (5 a”) — up (OI. 
| (2.20) 

Первое слагаемое в (2.20) оценим с помощью леммы 2.1, полагая в 
ней | 

u(t) =U (t, x), w(t) = UNE, x9), 
t, = Sy, t, = min(t,(x%, За} 

и учитывая условие (2.11), а также равенство 

~ q ~ mG 

US (Sq, x°) = (a" @ Xp = (a @ x°%)q = US (Sqy'x*9), 
вытекающее из (2.10). Заключаем, что 

|UR(t, x") —UB(t, I< 
@ (I — Sg — Ag) | 

<| x1 — x4] (exp (LE —S S_)) — <6 (exp (LA,) 1) = 8 — г 

Для второго слагаемого в (2.20) справедлива оценка 

| | | — $а — ПВР (В 99) м (А, 
4 

получаемая из (2.14) при A = ai un (2.11). Следовательно, 

JURE, 2%) — up Ol<e, Spt <min (t,(x"), Sep}. (2.21) 
Допустим, YTO Ty (x9) < $. Тогда т = < | 4, значит, | 

| UB ( 9 (x), x9), — b| = 
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В то же время из: (2.7), (2.21) следует, что. 

UB (tq (x4), 29) — BI <I UB (ty (2%), x4) — ap (ty (2) | + 

+ [up (T, (x*)) — bii<r. 

Полученное противоречие доказывает, что T, (x9) > За11. Посколь- 

ку установлено неравенство (2.21), оценка (2. 19) верна. Теорема до- 
казана. 

Замечание 2.1. Условие (2.14) будет выполнено, если для любой 

траектории и (1 дифференциальной системы и =} (7, и) функция 
ф (1 = | ив (9 — ив (9) | является выпуклой вниз. — 

Замечание 2.2. Если в условиях теоремы 2.1. принять, что в, 6 
стремятся к нулю, оставляя ограничение сверху числа подотрезков 
@, то будет выполняться сходимость 

sup ||u (t) —u* (t)| +0. 
0<t<l 

Затраты на вычисления, связанные с реализацией метода последова- 
тельной стрельбы, зависят от способа разбиения отрезка интег- 
рирования [0, 1] на подотрезки [5 54|, 9=0, 1, .... 9—1. 
Если при определении точек $. исходить из соотношений (2.11), 
то число всех подотрезков @ может оказаться чрезмерно завышен- 
ным. На практике нужны такие способы разбиения, которые миними- 
зируют число ©, гарантируя при этом заданную точность получаемого 
решения. 

Опишем алгоритм последовательной стрельбы, в котором раз- 
биение отрезка интегрирования осуществляется «автоматически». 
Каждый шаг 4 алгоритма заключается в следующем. С помощью 
пристрелочной процедуры (например, одной из тех, которые пред- 
ложены в $1) находят двустороннее 0-приближенное решение 
системы стыковки (2.6), т.е. такую пару (x'9, x77) CR” X ВЮ", что 

[19 — x9] << 28 
UB, (t, x19) US$ (t, x*9) SUB (t, Хх, (2.22) 

5 << ша (т, (х19), т. (х29}, i=1, 2, ..., m. 

Таким образом, каждая (скалярная) траектория вида UB, (t, x*9), 

соответствующая точному решению х“” системы (2.6), оказывается 

«зажатой в вилку» траекториями Ц (Ё, х19) и (в, (Ё х2). Если при 
заданном 2 > 0 

ЗЕ (1, 2}, ty(x!%) = 1, UBC, 2%) —b]<e 

то функциям Q, So41, u (t) присваиваются значения 

Ч=а+Ь бн-Ь #0 =0° 6х“), $3151 
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и работа алгоритма прекращается. В противном случае принимается 

Фа-ы = $ир {$ Е [$ , ша (5. (х'4), т (х24)} | UB (t, x!9) — Us (1, х-9) | < 

<M, (t, &), Sa<t<S}, | (2.23) 
u(t) = (U2 (t, x!) + U9 (t, 29)/2, Sg<t< Soa, 

и делается переход к шагу 4 - 1. Здесь М. (Ё =) — некоторая функ- 
ция, подбираемая так, чтобы соблюдалось равенство 

lim sup M(t, e) = 
e-+0 1€[Sg 1] 

_ Обоснование этого алгоритма при 

2€, - 9 — 0, 

Ма(ь =) = 9 t— Sg 2.24 
1—5. 9>0 *) 

  

вытекает из теоремы, для доказательства которой необходима лемма. 
Лемма 2.2. Если 01, 2, и* Е Ют и 

ewecd i=l, 2, ..., mM, (2.25) 

mo 

  и ии (2.26) 

        

_ Доказательство. Введем обозначение 

w' = + (v' — 0%), i=l, 2. 

Cootuomenve (2.25) o3HayaeT, 4TO (w!)’ w* < 0. Bauny этого 

ot + we |? —| wg)! — wy? | —4 (ил) we <0, 

Jw! + w? |<] o* — wv? |. 
Полученное неравенство эквивалентно (2.26). 

Теорема 2.2. В описанном выше алгоритме последовательной стрель- 
бы с автоматическим разбиением отрезка интегрирования функцию 
М, (, г) определим по формуле (2.24) и положим 

a’ =a(S,), g =), l, eee 9 О —1, 

где a (s) — функция, ставящая каждому $610, |] мультииндекс 
(с, (5), ..., Чит ($)), такая, что 

a (0) =a, (2.27) 

(В, ..., Ви} < (41 (5), ..., бит ($)}, У$Е(0, 1). 
Предположим, что 

min ||up (f) — bl <r — 2%, (2.28) 
0</<l | 
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= max тах te I< со = (2.29) 
011 и и nice 

O<d8< min {e/2; e/L} (2.30) 

и при любых $6 (0,1), АЕ Ю"", удовлетворяющих соотношению 
a(S * 

(А Ф хв — ив ($) [< (2.31) 
(оно не зависит от х Е R™, поскольку существует включение (2.27)), 
краевая задача | 

и = (и), sx<t<l,. 

Иск (5) = А, Ир (1) =, = (2.32) 

ug (thE S(b,r), s<t<l | 
однозначно разрешима. Пусть также выполнимо’ следующее условие: 
если $ [0, П и вектор-функция и (1) является решением системы 

u=f(t,u), ив (065 (6,г), $151, 
тогда функция @ (t) = | ue () — ив (В | на отрезке [5,1] выпукла 
вниз и каждый шаг д алгоритма определен корректно, число всех ша- 
‘гов конечно и 

[в (0 — ив (0 |<, 0<1<1, _ (2.33) 
а — а > шт {1 —5., А.}, 9=0, 1,..., 9—1, (2.34) 

где А, > 0 — корень уравнения | | 

dexp (LA), — @g=0), 

e= | | 1 — 5 — А 
о (ехр (ГА) — Е, g>0 

(он существует благодаря условиям (2.29), (2.30)). 
Доказательство. Рассмотрим вначале шаг д = 0. Есл! 

31 {1, 2} to(x™) = 1, [UBU, x) —bl<e, (2.35) 
To Q = 0, 5, =1; оценка (2.33) в этом случае следствие выпуклости 
BHH3 функции 

Go (t) = [4s (f) — 48 O = ОВС, х°) — ив 0 | 
и соотношений | 

Фо (0) = | (а @ x")p — up (0) |< x” — x9 |S 2 <e, 
— Py (1) = [Up (1, x!) — b] <e. 

Пусть (2.35) ложно, тогда, используя (2.22) — (2.24) при g = 0, 
с помощью леммы 2.2 получаем оценку 

| (0) — и (01 = 108 ©, 2-0) + Up, P%)/2 — up D1 < AUS, 6) — 

— Ub (t, x29) < -- М, (t, 8) =e, <1<S,. 
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Учитывая ее, применим лемму Гронуолла и получим 

|UB (t, x) — UR (t, 2) |< 2Wexp (Lt), 0<1< 54 
Сопоставляя это неравенство с формулами (2.23), (2.24), которыми 
при 9 = 0 определяется $,, видим, что 

S, > Min (Ags To (X"°), T ( (x2 5)}. 

Baugy (2.28) ain OS t< S,, i = 1, 2, 

inf [x—US(¢,x%|> о Шо 
xER™\ S(b,r) ~ xER™ S(b,r) 

— || ug (t) — Us (t, x°°) | > 2e —2e = O. 
Следовательно, S, > min {l, Ao}. : 
Поскольку (2.35) невозможно, S, <1. Takum o6pa3om, 

AoX<S,< 1, | 

Предположим теперь, что вектор-функция и (1) на участке [0, Sj], 
9>°, 5. < 1, уже построена, причем 

max | up (t) — up ()||<e (2.36) 
[0,S а 

и процесс происходит на шаге д. Тогда корень х"9 системы стыковки 
(2.6) существует и единственный, поскольку краевая задача (2.32) 

при А = 44 = u,"(S,), s = $, однозначно разрешима (выполнение 
{2.31) следует из (2. 36). B случае, когда 

911,2} 1 (х“) =1, |ОВа, хМ) — 6], (2.37) 
имеем 

q=Q—1, S41 =1, шах|ив (0 — ив (0 |5... [Sp] 71: 

Последняя оценка получается как следствие выпуклости вниз функ- 
ЦИИ 

Фа (9 = [ив (0) — ив (|= 108 С, х") — ив 
на отрезке [5., 1] и соотношений 

Фа (За) < =, Фа (1) < 8 

вытекающих из (2.26), (2.37). Рассмотрим случай, когда (2.37) не- 
верно. Используя неравенство треугольника, лемму 2.2 и неравенство 
(2.22), для ЕЕ [3., Эа получаем 

15 (0 — 48 < | -- ОВ, 9) - ИВ, 29) — ИВ, к) + 

  

ЕТО, хч) — 48 (О-В 4) — ИЗ, 9+ 
НОС, х*9) — ив (0 |. 
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Первое слагаемое в правой части в силу (2.23), (2.24) не превосходит 

1 — 54 
1—5 
  м а( =) == 

Для второго слагаемого выполняется оценка 

UB, #9) — up OI<e ss, 
так как функция 

pa (t) = 18, х9) — ив (01 
на [5., 1] выпукла вниз, фе (1) =0и вследствие (2.27), (2.36) 

9259 = Ка Фи ое 
Получается, что 

[в (0 — 8 (0152, $155. (2.38) 
Остается показать, что | 

| Sg + Ал < 54-4 < 1. (2.39) 

Используем лемму 2.1: | 

ВС, x4) — UB (t, x°4) | < 26 (exp(L ¢ — S,)) — 1), 
S,<t< So4. 

Принимая во внимание (2. 93), № 24), (2.38) и предыдущие выкладки, 
нетрудно заключить, что 

Sg41 o> min {S, + Ау, $ (х19), т (х2}. 

Из (2.28), (2.38) следует, что либо 

Фа! < 14 (Хх), i=1, 2, 
либо 5.1 = 1, но последнее справедливо только для (2.37). Следо- 
вательно, оценка (2.39) верна. Теорема доказана. 

Замечание 2.3. Из оценки (2.34) вытекает, что выгодно брать 
б < вехр (—[Г), поскольку при этом @ = |. Однако на практике 
это не всегда возможно: реализовать алгоритм на ЭВМ удается 
лишь при значениях 0, не меньших некоторого положительного 
числа, зависящего от длины машинного слова. Кроме того, надо 
учитывать то обстоятельство, что с уменыпением 0, хотя и сокра- 
щается число шагов, одновременно несколько возрастает объем вы- 
числений на каждом шаге (связанных с поиском 6б-приближенного 
решения системы стыковки) и суммарные затраты могут увеличиться, 

Замечание 2.4. Если 

of (2, ° . . . sn 3, Vi, f€{1,2,..., 0}, if, V(t, a €[0, 1) xR", 
us Е $ (6, Г), 
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то оператор Us (i, х) будет обладать следующим свойством изотон: 
ности: соотношение 

Mike; t=1, 2, ..., m, 

влечет за собой неравенства 

UB, (t, x’) < U$,(t, x"), i=1, 2, ..., mM, 

$. << пи {ти (х’), то (х")}. 

При наличии этого свойства нахождение двустороннего 6-прибли- 
женного решения (x!9, x74) системы стыковки облегчается: можно 
ВЗЯТЬ 

х19 = x7 — $e, x27 = x" + бе, 

rye e = (1,1, ..., 1) € R”, ха СФ (х*4, 0). 
Замечание 2.5. Точку 9+, на каждом шаге можно определять 

по следующей «эвристической формуле»: 

За = @.5. - (1 — 9.) ти (х°), 

где 9,Е (0, 1) — параметры, значения которых для заданной серии 
краевых задач находят в процессе вычислительных эксперимен- 
тов. Такой подход, по сравнению с обоснованным выше способом 
определения 9. по формуле (2.23), требует больших затрат машин- 
ного времени, однако легче программируется. 

Решение некоторых краевых задач для дифференциальных урав- 
нений второго порядка. Пусть необходимо решить квазилинейную двух- 
точечную краевую задачу 

u=f(t,u), 0<#<1, и(0)=а, и()=Ь иде с, а], 0<St< 1, 
(2.40) 

rie a, b, c, d€ (—oo, oo), f: [0, | х В! -» В!. Будем считать вы- 
полненными следующие условия: | 

1) функция] (Ь и) непрерывна по {и непрерывно-дифференцируема 
по и, причем 

9Зи>0 31<<® У 0, П УмцЕГ, 4], 

Of (Е, р. < 1; 
2) задача (2.40) имеет решение и* (#) (единственное, в силу усло- 

вия |) такое, что 

3A>0, VEO, 1], uw*()e€[e+ A, d— A]. 

Область интегрирования покроем сеткой { = 0 < .В <... < Ш = 
= |, введя обозначение A, = & — ВК 1=1, 2,..., М. Краевую 
задачу (2.40) заменим разностной схемой 

  

__ 2 Ujisy — Ш 
Ру (ши, и, 11-1) == АЕ) hey 
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— A) = f (t;, и;), i= 1, 2, ... ’ М — I, Uy = а, ин = 6, (2.41) 
i | | 

u,€[c,d], #=0,1,..:, М. © © (2,42) 

Введем обозначение. | 

| h his, ray (aay Eh) 
F, (u, о) = ( ++ “i )o— + as = (ts, о). 

t 

  

тогда уравнения (2.41) можно переписать в виде, удобном для реше- 
ния задач Коши: 

ши = Ру (иль и), i=1,2,...,N—1. © (2.43) 

Определим функцию сдвига по траекториям системы (2.43): 

(У (1, $, х, и) = Ра (0 (1—2, $, х, у), 4 (—1, $, x, и), 

t€{s+2,..., N}, sxN—2, | | 

U(s+1,s, x,y) =y, U(s,s, x, y) =x, x, yER', s€{0, 1, ..., N}. 

Введем также функцию прерывания траекторий: 

max {ix N:U(j, 5, x, ГС, Ч], |=, ..., #— 1}, 

т ($, Х, и) = если хЕ[с, а], $<М, 

5 в противном случае. = | | 

Через р обозначим погрешность аппроксимации дифференциального 
оператора разностным оператором на решении краевой задачи, т. е. 

p= max [P,(u* (t-1), u* (t), u* (t+) —4 (|. 
15 #<М—1 

Условие существования единственного решения разностной схемы 
(2.41), (2.42) определяется леммой. 

Лемма 2.3. Если | 

р< А = | (2.44) 
то разностная схема (2.41), (2.42) имеет единственное решение 

и, причем 

о „тлах ju; —u* (t,)|<p/p. (2.45) 

Доказательство. Разностной схеме поставим в соответст- 
вие систему стыковки 

t(0,a, y)=N, U(N,0,a,y)=b, yER = (2.46) 

Траектории вида Ц (1, 0, а, и) обладают следующими свойствами: 

1) UG, 0, a у) — И, 0, а, у) ира, 
Му’, "ЕК, У! < пи (т (0, а, у’), (0, а, y’)}; 

2) если при некоторых уЕ В!, j < 1 (0, a, y), 

1U (7, 0, a, y) —u* (t))|<e/p, 

{U, 0, a, yy— u(t) |<p/p, i=0, 1, ..., ]. 
-.— 

4* $1 

TO



Используя эти свойства, нетрудно показать, что при условии (2.44) 
система (2.46) имеет единственный корень у*. Следовательно, траек- 

тория и: = И (1 0, а, у*) есть единственное решение разностной 
схемы. Справедливость оценки (2.45) следует из свойства 2. 

Условие (2.44) далее считаем выполненным. Пусть решение раз- 
ностной схемы (2.41), (2.42) надо найти с точностью & > 0: 

тах | и, — и | <=. (2.47) 
O<i<N 

Приближенное решение и, удовлетворяющее соотношению (2, 47), 
будем находить по ‚алгоритму последовательной стрельбы. 

Каждый шаг 4 = 0, 1,..., О — 1 алгоритма начинается с примене- 
ния процедуры стрельбы. с прерыванием траекторий к разностной 
схеме 

Р; (и, Ш, 11-1) — (Е, 11), i= Sg ++ |, coe y N— 1, 

из, = a”, un=b, (2.48) 

u,€l[c, dj, t=S, ..., N. 

При 4 = 0 здесь берется 5, = 0, а® = а, т.е. на начальном шаге 
схема (2.48) тождественна исходной схеме (2.41), (2.42); npu g> 0 
значения 5, и | 

а® = Us 

определяются в конце шага (9—1). Pasnocrnoit задаче (2.48) ставит- 
ся в соответствие уравнение стыковки 

DO" (y) =U (t (Sy, a, y), Sg, a |y) —b= 0; 
для его решения удобно использовать известный алгоритм деления 
отрезка пополам [88]. Определяется двустороннее д-приближение 
к корню иу“9 этого уравнения, т.е. такая пара (19, и29), что 

0< у? — 19 < 55, 

o и <0, Ф® (y) >0. 

Траектории р 

и —U Ui, S,, a, yy, 

i=S,,..., t(S,a”,y™), k=1, 2, 
образуют «вилку» для точного решения | 

yr? = U (i, $, ‹ а“ we) 

разностной схемы (2. 48). Если. 

ALE (1; 2}, [OY ь, 
то полагают | 

(19) и, = и =, ..., М 9= 9-1; 
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шаг д является тогда последним. В противном случае вычисляется 

За = тах (5 6 {5 ..., Ш (т (5%, “ yo), 

t(S,, a, y))\ : ful? —uP? |< My (i, ©), i=Sy, ..., S}, 

где 
2, если д =0. 

Мо(1, =) = i—S | q 
po tes если а > 0. 

В качестве и на участке {= S,, ..., Soi1 Gepetca 

(ul? + uP)/2 
и делается переход к шагу (4 -{ 1). Для обоснования этого алгорит- 
ма сформулируем следующую теорему. 

Теорема 2.3. Пусть 

№ <=< Ар ош\, 

тогда решение и: разностной схемы (2.41), (2.42) находится nO 
методу последовательной стрельбы с точностью Е: 

  

| 4, —u; |<e, i=0, l, vee №. (2.49) 

При этом число шагов алгоритма Q< —— a +1, где n* >0— Ko- 

shy eC _2=_ "sh (УГ) _ 
рень уравнения = 75; если — > VTE? mo Q=1. 

_ Доказывается эта теорема так же, как и теорема 2.2. При дока- 
зательстве используется следующая лемма. 

Лемма 2.4. Для любых А, ВЕК?, $Е |0, 1,..., М — 1} таких, 
что 

|A—u;|<A—p'p, |B—b|<e 
разностная схема 

P, (uit, Uy, Ui) = f(t, uy), ti=st1,...,N—1, 

=A, uy=B, 

и, 6 [с, а], i=s,..., N 

имеет единственное решение и: (и, В), причем 

ui (A, B) —u; |<|A—u; | ——— т — + |B—bD| — , b=s,..., N. 

Объединяя (2.45), (2.49), получаем оценку 

лм РА 1=0,Ь..., М, 
которая показывает, что при достаточно малых значениях о и # при- 
менение изложенного выше алгоритма последовательной стрельбы 
позволяет найти решение краевой задачи (2.40) с требуемой точностью. 
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$ 3. Численное решение тестовых 
и прикладных задач 

Тестовая задача для квазилинейного уравнения с большой 
константой Липшица (задача Троеша). Рассмотрим краевую задачу 

=Ash(Au), Ox<t<l, 

и (0) =0, и(1)=1, (3.1) 
известную как тест Троеша 186, 104, 128, 131, 151]. Функция в пра- 
вой части дифференциального уравнения монотонно возрастает по 
и со скоростью Ё = А? с (А), следовательно, решения соответст- 
вующих этому уравнению задач Коши являются неустойчивыми, при- 
чем эта неустойчивость усиливается при увеличении |^|. По этой 
причине обычный метод стрельбы для задачи (3.1) становится нереа- 
лизуемым на ЭВМ, начиная уже с |^| — 5. Это отмечалось в работах 
[86, 104]. Применение других распространенных численных подходов 
также усложняется с увеличением |^|. Из работ [86, 104, 137, 149] 
следует, что метод стрельбы с продолжением по параметру и метод 
параллельной стрельбы оказываются достаточно эффективными лишь 
при |^| < 20. | | 

Чтобы оценить возможности метода последовательной стрельбы, 
был выбран весьма значительный диапазон изменения параметра — 
от 5 до 200. Ставилась следующая цель: для значений A = Op, p = 
=], 2,..., 40, в = 103 найти 2=-приближенное решение задачи 
(3.1) в точках ]: 10-2, | =0, 1,..., 100, т.е. найти такой вектор 
(Ч» -..› И1оо), При котором _d 

_ max |v;—u*(j-10-)|<2e=2- 10~. (3.2) 
0</<100 

Заметим, что точное решение и* (№ существует, единственно и на 
промежутке 0 < [< 1 монотонно возрастает от нуля до единицы. 
Ввиду этого задача (3.1) представляет частный случай задачи (2.40) 
из $ 2 при { = Л $1 (11), а=0, 6 =1, с= —А, а=1- А, А> 0. 

Задача (3.1) была заменена разностной схемой Эйлера a 

Ui41—2u, + uj) =h*Ash(Au,), i=1, 2,..., N—I1,. (3.3) 

uy=0, uvn=1, Nh=1. 

Описанный в $ 2 алгоритм последовательной стрельбы реализовывался 
в виде РГ/[-программы на ЭВМ М-4030 при 6 = 10—0, в = 10-3, 
А = 10-—'. Согласно теореме 2.3 (см. $2) в результате работы этого 
алгоритма находят =-приближенное решение схемы (3.3), т. е. вектор 

(и\”, ..., и\”), для которого | 

тах [и — и |<», (3.4) 
0<#М№ 

* 

где {ui — точное решение схемы (3.3). 
Если М = 100г, агЕ {1,2, ...} достаточно велико, то в качестве 

искомого 2е-приближенного решения задачи (3.1) можно взять вектор 
с компонентами 

vo =u, 7=0, 1, ..., 100. 
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Действительно, ввиду (3,4), 
N чо? N „о max [и —и* (1. 10) [< =- max jut —u*(j- 107), 

C<fj<100 0</<i00 

но последнее слагаемое стремится к нулю при г-+ осо, так как в силу 
леммы 2.3 

* (№) * ° —2 

тах | —u*(ih)|< pa, 
O<i<N 

где погрешность аппроксимации 

  

1<#<М—1 | 

< пах [АВ 0 (0) (и + св м (01-0 0<i< 
при г = (100)! —= сю, следовательно, при достаточно большом 

N значении г приближенное решение и; = и удовлетворяет требуе- 
мому неравенству (3.2). 

Определение этого достаточно большого, но не слишком завышен- 
ного значения г=г (и соответствующего значения М = М = 
== 1\)0г) производилось путем численных экспериментов на последо- 
вательности сгущающихся сеток. Точнее, вычислялись величины 

__ ~ (100r) ~ (100(/--1)) 

e Ar — us — И(г--7 ’ 

, (1007) ™ (100(r-++-1)) 
j= — arg max | ur; — Ur+1)j |, r= l, 2, ooo 9 

0<j<100 

и в качестве г принималось то значение г, начиная с которого поведе- 
ние {А,\ становилось стабильным в пределах интервала (—е, &). 

Таким образом было найдено г = 10, приемлемое для всех ^ Е [5, 200]. 
Результаты окончательных расчетов, проведенных на сетке с чис- 

лом узлов М = 10%, следующие: 

А 5 20 50 100 150 200 
о» 0,8945 0,2372 0,0604 0,0176 0,0073 0,0037 
Q | 2 5 8 12 16 
i 26478 39462 42941 36309 45006 46555 

Здесь @ — число пристрелочных процедур при решении задачи. По 
мере изменения А от 5 до 200 значение @ постепенно увеличивалось 
от | до 16, отражая «повышение неустойчивости» задач Коши. Через 
Н в выводе обозначено количество вычислений функций { == ^51 (А и), 
характеризующее время решения задачи (3.1) для Ффиксирован- 
ного А. Видно, что увеличение А, влияет на Н незначительно. 

Одномерная краевая задача для квазилинейного дифференци?ль- 
ного уравнения с решением из класса обобщенных функций. Рассмот- 
рим краевую задачу | 

и" = f (x, и) —fo (x), хе (0, 1), 

и (0) = и(1) =0, (3.5) 
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предполагая, что функция | (х, и) по аргументу и монотонна и удов- 
летворяет условию Липшица с константой Г, т. е. 

O< (f(x, u) — F(x, v)) (U—v) SL (u— vy, 
причем f (x, 0) = 0. 

Введем равномерную сетку 

ф = (м = th:ii=1,N—1, h=1/N} 

и оператор точных разностных схем | 
x-+h 

T* (w ®) =r [ (—E—x + h)w® d+ | (x + h—8) w(&) db. 
x—h 

Аппроксимируем задачу (3.5) разностной схемой 

Ys, = TF & y—(*—§) yy) —T (fo &)), x€o, y(0)= y (1) = 0. (3.6) 
CnpaBeqimBa calenytouraa Teopema [76]. 

Теорема 3.1. Писть | (х) ЕГ. (0, 1). Тогда 3 he > 0 такое, что 
УЛЕ (0, А, разностная схема ( 3. 6) для краевой задачи (3.5) будет 
обладать. согласованной оценкой скорости сходимости вида 

Vy als FIG = zlow МИи, 87} 
0<1<2, 

                                     
$ l , 

0, 1) 

где М — константа, 
ном аналоге пространства СПО, 1], — норма в’ соболевском 

пространстве и» (0, 1). | 
`’Отметим, что согласованная оценка (3.7) справедлива без каких- 

либо ограничений на константу Липшица Ё. 
Для решения разностной схемы (3.6) использовался метод после- 

довательной стрельбы. Для сравнения был также испытан один из тра- 
диционных методов решения нелинейных. систем — метод последо- 
вательных приближений, согласно которому решение схемы находят 
с помощью итерационного процесса 

—1 n—l 

Yz,— hy = Ру —№у, хо, | (3.8) 

y (0) =y (1) = 0, n=1,2,..., 

где Ру — обозначение правой части в уравнении (3.6). Линейная 
задача (3.8) на каждом итерационном шаге п решается методом про- 

гонки. По теории [138] сходимость итерационного процесса 4 K 

решению у схемы (3.6) обеспечена, если А, > L. 
Сравнение указанных методов было проведено на следующей мо- 

дели: | 

u’ = ue —f,(x), x€E(0, 1), 

- и (0) = и(1) =0, (3.9) 
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pox (1 — x1~%) 
pes + овен” “< 
  

fy (x) = 
px — px? In? x, & = |, 

р >0, а [0,1] — параметры. Точное решение задачи известног 

px (1 —x!-%) 
  

и (х) = (1 — a) (2 — а) ’ O<a<l, 

— рх In Х, a= 1. 

Это решение принадлежит классу 5 ”—®® (0, 1) при сколь угодно 
малом 2 > 0. В частности, при @ =, функция иЕ Wz * (0, 1). 
В данном примере константа Липшица для функции | (x, u) = uw в. 
области [0, | и [с] 

Е = З|иЁ = 307 (2 — 0) “8—6, 

Заметим, что при увеличении ©, р значение ГЕ, возрастает. 
Результаты решения разностной схемы (3.6) для задачи (3.9 

при & = 0,5, й = 0,01 и р = | -- 10° изображены на рис. 1, а, гд 

шт и — и — Ши [С 

6 = Inh , 
  

сплошная кривая относится к @& 
методу последовательной стрель- “5 
бы, штриховая — к методу по- NS 
следовательных приближений. ~ | 
Видно, что при р < 40 оба ме- 2Г’ —м—__ 
тода дают одинаковую точность \ _ 
решения. По времени счета и за- „| \ 
тратам машинной памяти-ни один. ON 
из методов не выигрывает. Отме- — — — — 
тим, что при р < 40 для реше- р 
ния задачи по методу последо- 
вательной стрельбы оказывалось — 
достаточным не более двух при- я 
стрелочных процедур. Число 
итераций (3.8) (до стабилизации 2 — — 
| а 

    

в интервале (а, 6) длиной 

[ис : 107) при А = [Г колеба- 
лось в пределах 10—20, а при     ^, = 1,12 составляло уже 30—40. 1___ 1 on 

Что касается диапазона 40 < 1/64 7/52 3/18 V8 h 
< р< 10*, то, как видно H2 0 
рис. 1, а, точность решения по Рис. 1. 
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методу последовательной стрельбы значительно выше, чем по методу 
последовательных приближений. По этой причине свойства схемы 
{3.6) при р >> 40 исследовались методом последовательной стрельбы. 

На рис. 1. б показаны найденные зависимости б от В при р =.300 
и различных @&. Можно сделать вывод о том, что краевая задача 
(3.9) решается по схеме вида (3.6) с точностью О (#?-=), если и Е Wir 

(0, 1), Hc точностью О (й”/—=), если u € Ws * (0, 1), гдег > O Momer 
быть выбрано сколь угодно близким к нулю. 

Двухмерная краегая задача для квазилинейного дифференциаль- 
чого уравнения эллиптического типа с решением из класса обобщен- 
ных функций. Рассмотрим краевую задачу 

Bau =f (x, и) — fy (X), x = (x, х.) Е 

и (х) =0, хЕГ, (3.10) 

в предположении, что 

0 = ([(х, и) — F(x, v)) U—v) <L(u — v)3, 

f(x, 0)=0, К (ХЕ ©), 15158, 
тде © = (0, 1) х (0, 1) — квадрат, Г — его граница. Этой задаче 
ставится в соответствие разностная схема 

Лу= У Г Уха, = ТТ” (НЕ Е у— (9 —Ы) У; — (х, — 6») y;)) — 

ТГ” (К (Е, Е,)), хЕо®, y(x)=0, xEy. (3.11) 

Здесь ® — сеточная область: 

oO — {x = (Х1» №2) : Ха = Йо, ta = 1, Na— 1, he = 1/No, a = 1, 2}, 

y — ее граница. 
Точность схемы (3.11) ‘определяется следующей теоремой. 
Теорема 3.2. Разностная схема (3.11) для задачи (3.10) сходится 

с0 скоростью, определяемой оценкой 

о НУ 9-м о МЕ. ше, (3.12) 

где 

u(x), 1<1<2 
и" (х) ={ - 

u(x) [=1, 

u (x) — усреднение решения и (х) по области малого диаметра, М — 
константа, не зависящая от h. 

Отметим, что согласованные оценки вида (3.12) для линейных 
и квазилинейных уравнений эллиптического и параболического типов 
установлены в работе [72, 79], в которой при их доказательстве для 
случая квазилинейных эллиптических уравнений использовалось 
предположение о достаточной малости константы Липшица Ё. В тео- 
реме 3.2 это предположение заменено условием монотонности функ- 
ции [(х, и), по и, а оценка (3.12) верна при любых значениях Ё.. 
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Для нахождения решения разностной схемы (3.11) было состав- 
лено два алгоритма. В первом из них нелинейная разностная задача 
с помощью метода последовательных приближений сводится к после- 
довательности линейных задач 

п 1 1 

Ay—hy=Fy —hy, x€o, 
п 

y=0, x€y; n=l, 2,..., (3.13) 

где Ру — сокращенная запись правой части первого из соотношений 
(3.11), параметр А, > Ё. Линейная эллиптическая задача (3.13) на 
каждом шаге п решается по релаксационному методу Р. ЦП. Федо- 
ренко [112, 113]: сначала явным методом простой итерации 

n n n n п 
(k+1) (k) (k) (А) yt? = y® + т(Лу® — у — С), 
n—1 n—l n—l 

а =Ку-— лу, в =0, 1, ооеу 

п 

находят приближение у, которое затем уточняется следующим обра- 

зом. Вычисляется невязка 
п п 

п ~ ~ n—l 

p= Ay—idy— G 
и на укрупненной в некоторое число М раз сетке составляется задача 

п — п 

по определению поправки 9 = у— и: 
п п п , on 

(Av)ma — AU =, X€@mn, 9=0, XE YMn. 
Эта задача решается методом переменных направлений [46, 98]: 

п 1 Л, п 1 > Nk) r n k n 

(vt /2)) Mh __ (1 + 4) yr /з) — (Uz,x,)Mh __ (1 —_ 4 о ) + Q, 

XX 

ПЕН № \ Чен 
(vo) un — p+)" = 
Хх 

n 1 n 1 n . n 

n 
~ п п 

Решение у задачи (3.13) определяется как у — у после интерполяции 
n 

и на исходную сетку. 
Во втором алгоритме идея метода Р. П. Федоренко применяется 

непосредственно к нелинейной задаче (3.11). На первом этапе алго- 
ритма с помощью метода простой итерации 

n+l n n n 

у =ут(Лу— РУ), п=0, 1,..., 

отыскивается приближенное решение у. Оно уточняется на втором 
этапе. Вычисляется 

ф= Лу + ТТ" (Е, Е) 

59



и на укрупненной в`М раз сётке решается задача для поправки о: 

(Лу)мь = Ф (9) + 9, XE Oma, 

v=0, x€ymn, 

D (v) = — TT (f (E,, Ee, y — 0 — (а — Ey) (Y — Yun) X — 

— (хо ~~ 9) (y — Оинт) х.)), 

ГДе инт — Линейная интерполяция 9 на первоначальную сетку. 
Применяется нелинейный метод переменных направлений (метод 
Писмэна— Рэкфорда . [88]: 

m-+1/, ту т m-+1/, 

Uz, ,)Mh — о = — O55, )Mh — po-+ D(C v )+@, 

m+ m+ m+), m+ m+, 
(vz, )Mh —H 0 =—( 0, )Ma—p U “+@0(0)+9, 

m=0, l,..., » =0. 

Таким образом, по первому направлению решаются (М№М — 1) нели- 
нейных двухточечных краевых задач (здесь используется метод по- 
следовательной стрельбы), по второму — (М — 1) линейных задач 
(используется метод прогонки). Искомое решение у схемы (3.11) 

определяется как разность и — Ugur. 
Расчеты по изложенным алгоритмам были выполнены для следую- 

щей краевой задачи: 

Au = ui—f,(x), хЕФ, и(х)=0, ХЕГ, 

fo (Xy, X2) = p>x1x2 In? x, In? x2 — inte — Pa ; p> 0. 

Точное ве решение | 

U(X, X2) = р (хи, х) Шх, Шх, 
3/.— 

принадлежит классу №59 (09) при сколь угодно малом &>0. 
Константа Липшица в данном примере 

L= 3] и = 3p’e-*. 

Реализация первого алгоритма показала, что процесс (3.13) быст- 
ро сходится только на первых 8—15 шагах, потом скорость сходи- 
мости резко замедляется. При р < 120 этого числа шагов оказалось 
достаточно для получения хорошего решения, однако при больших 

п 

значениях р последовательность у «не успевала» достаточно прибли- 
зиться к решению у. При реализации второго алгоритма подобные 
трудности не встречались. 

На рис. 2 приведены зависимости 

ты — ур, — тм, 
Inh 
  6 = 
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от A. Для р=50 расчет сделан по й 
первому алгоритму, для р = 300 — 
по второму. В обоих случаях пола- 
галось М = 2 (т.е. сетка укрупня- 21| | p50: 
лась вдвое). Результатами расчетов el Ie 
подтверждается. теоретический вывод и 
о том, что схема (3.11) для задачи с 1 . 900 
решением из класса WS” (©) имеет 
точность О (й`/-). ИГ 

Задача об укладке морского тру- 2 //6% 52 17/6 р 
бопровода. Процесс укладки морско- Рис. 9. 
го трубопровода (для транспортиров- 
ки нефти или газа с месторождений континентального шельфа) пред- 
ставляет собой постепенное опускание его трубоукладочной баржи 
на дно моря. В изогнутой части опускаемой трубопроводной плети 
возникают большие напряжения, которые могут привести к смятию 
стенки трубы и другим повреждениям. Поэтому необходим расчет 
напряженно-деформированного состояния этой части трубопровода. Он 
позволяет выбрать безопасные с точки зрения прочности значения 
технологических параметров и найти оптимальный режим укладки. 

Рассматриваемый участок трубопровода изображен на рис. 3, 
где Н — глубина моря, р — погонный вес трубопровода в воде, 
К — тяговое усилие баржи, и — скорость поперечного морского 
течения. Начало системы координат ОХ.Х,Х. совмещено с концом 
трубопровода, лежащим на дне. Другой конец находится на поверх- 
ности ‘моря. 

Введем безразмерные параметры: 

    

PP г ТЕ 
El A Н ' 

где Е/ — жесткость трубопровода на изгиб, [ — расстояние по ду- 
ге от начала координат до текущей точки осевой линии трубопровода, 
L — длина трубопровода от точки касания его с дном до точки выхо- 
да на поверхность. Тогда определение напряженно-деформирован- 
ного состояния рассматриваемого участка трубопровода сводится к 
решению нелинейной краевой задачи: 

U, = Uy, Ug —=Us, Us = Use, 

Uy = (ИзИв — Ши), Us, = Y (Ugly — Unt), 

Ug = YP (Ups — Ugly), Uy = Uy Ug — U ols, 

— 

Ug = Ujolly — Ujollg, Ш = ИзоЙ5 — ИИ, 
  

_ Шо = = сои Ут ш, ин = си 1 Ш— Ш, (3. 14) 
4, = — 60° (1 — 2)", O<t<T, 
и; (0) =0, #=1,2, 3,5, ..., 9, 

и (0) =1, и (0) =9, 

из (Г) =1, из (Г) = и, (Г) = 0. 
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ху Здесь (и:, и., из) — вектор, опреде- 
R ляющий координаты осевой линии тру- 

| бопровода в декартовой системе 
ОХ, Х. Х.; (иа, из, ив) — единичный 

  
р вектор касательной к осевой линии, 

фр | направленный всторону возрастания 
9 t} (Uz, Ug, Ug) и (Шо, Ил, И12) опреде- 

| А,  ляют соответственно момент и усилие 
ИЯ, в поперечном сечении трубопровода; 

с — некоторый коэффициент, завися- 
щий от диаметра трубопровода. При 

выводе уравнений ДЛЯ Uy, Uy, Ure 
Рис. 3. предполагалось, что сила воздействия 

на трубопровод морского течения оп- 
ределяется только нормальной составляющей ©, скорости о этого 
течения (в данном примере в = (0, 0, —v)): 

F = cv,|v,| = c(v —t(v, t)) V |v? — (v, 1), 

где т = (14, Ив, Ив). Отметим, что отрезок интегрирования Т в данной 
задаче — величина неизвестная, ее нужно находить. 

Практически наибольший интерес представляет следующая об- 
ласть значений параметров: 

vE[1O~™, 10%], 2610, 20%], cv? E[0, *e]. 
При значениях * < 0, |, соответствующих укладке трубопровода на 
малые глубины, краевая задача (3.14) решалась обычным методом 
стрельбы, основанным на модифицированном методе Ньютона, при- 
чем значение Т определялось как момент удовлетворения усло- 
вия и. (/) = 1. Никаких осложнений при реализации этого мето- 
да не возникало. Трудности появились при значениях % > 0, 1, 
которые соответствуют большим глубинам укладки. В области у Е 
с 10-', 5] применение метода стрельбы к сбою не приводило и реше- 
ние краевой задачи находилось с хорошей точностью, однако это 
решение оказывалось совершенно неприемлемым: получалось, что 
трубопровод закручен в виде спирали и кривизна изгиба его огромна. 
При %_> 5 методом стрельбы не удавалось получить даже «плохих 
решений», поскольку траектории дифференциальной системы оказы- 
вались очень чувствительными к малейшим изменениям компонент 
ила (0), ил» (0), причем увеличение параметров в, с, 9 только услож- 
няло решение. Стало ясно, что использование метода стрельбы в этой 
области значений параметра ^ бессмысленно. Я 

При у6 10-1, 103] краевую задачу (3.14) удалось решить с по- 
мощью метода последовательной стрельбы. Исходя из геометрических 
представлений относительно искомого решения были введены допол- 
нительные условия 

и 1—0, и > — М, Ш - М, (3.15) 

определяющие область однозначной разрешимости краевой задачи 
(значение М w& 1/у.уточнялось в ходе вычислительных эксперимен- 

xs 
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тов). Траектории дифференциальной системы вычислялусь по раз- 
ностной схеме Рунге — Кутта четвертого порядка точности с шагом 
й = 10-2. Прерывание вычислений производилось в момент наруше- 
ния хотя бы одного из неравенств (3.15). Точность численного ин- 
тегрирования контролировалась проверкой соотношений баланса 

2 2 2 
и4 -- иБ-- ив =] — (3.16} 

(длина вектора касательной к осевой линии трубопровода равна еди- 
нице) и 

Ug, + Upllg + Uglly = O (3.17) 

(крутящий момент в трубопроводе отсутствует). Отметим, что в силу 
(3.16) компоненты Ш, ..., Ив, Ило, И, Ил2 траекторий очень быстро 
расти не могут; что касается компонент Из, Из, Из, то соотношения 
баланса не препятствуют их быстрому росту, и баланс действитель- 
но неоднократно наблюдался при вычислениях. Кажлый шаг 4 = 
= 0, 1|,..., @ — | алгоритма последовательной стрельбы основы- 
вался на методе Ньютона: 

xht! (4) @* (x4), k=0, 1, ..., (3.18) 

re x = (X,, Xo), Mi (x) = U 44 (t (x*), x), i= 1, 2, Ai; = = (Di (x® + Ae!) — 

— OF (x*))/A, ef = (1, 0), e& = (0, 1), A>O0, it, j=1, 2, UU, x) —tpa- 
ектория с условиями | 

Uy, (Sy) = Ха, 1 (50) = %5; | (3.19) 

остальные начальные компоненты при 4 = 0 определяются краевыми 
условиями задачи, а при (4 >> 0) —в результате (4 — 1)-й пристрелоч- 
ной процедуры (при некоторых параметрах задачи вместо условий 
(3.19) предпочтительнее брать из ($.) = ха, Uy (Sz) = X_); T(x) — 
момент прерывания траектории И (1, х) при выходе из области. (3.15). 
Процесс (3.18) прекращался, как только 

ри |5 8 
ИЛИ 

|1Ф' (<) |< = 
Если последнее неравенство выполнялось, то работа алгоритма за- 
канчивалась. В противном случае выполнялся следующий (4 -{ 1)-й 
шаг последовательной. стрельбы с точкой выстрела 

За = Эа 0 ($ (х') — 54), O<o<] 

(вначале S, = 0). 
Ниже приводятся результаты расчетов, сделанных MpH y= 102, 

g = 2, СУ? = 0,5. В условиях (3.15) взято значение M = 4. 10-3, 
в результате параметры алгоритма последовательной стрельбы были 
следующими: 
А = 10-33, 9 = 10%, = = 10-5, в = 0:4. Значения незаданных на ле- 
вом конце компонент и; (0), и1. (0) вначале брались нулевыми. Это 
очень грубое начальное приближение, поскольку соответствующая 
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Таблица 1 

  

  

Счетчин 

5 р k Е ug (1), 108 | ш <), 10* | вий пра. 
q q det (A") w(x и 9) в (т oo | вой части 

(3. 14) 

0 0 0 10— 0,13 —10-—* —32 —63 136 

l 10 0,19 10—33 —32 —65 316 
2 102 0,25 10-2 | —32 —65 568 
3 108 0,31 0,02 —32 —65 892 

4 108 0,37 0,03 —32 | —64 | 1288 
5 1010 0,43 0,04 —32 —64 1756 
6 1018 0,49 0,05 —32 —64 2296 

1 | 0,19-| 0 108 0,55 0,07 —32 —64 | 2680 
1 101° 0,61 0,08 —3] —64 3136 
2 1012 0,67 0,09 —31 — 63 3664 

2 0,38 0 10? 0,73 0,12 —31 — 63 4036 
1 100 0,79 _ 0,14 —31 —62 4480 
2 1012 0,85 0,16 —31 —62 4996 

8 0,56 0 107 0,91 0,18 —30 —62 5368 
1 100 0,97 0,21 —30 —6l 5812 

. 2 1012 1,03 0,23 —30 —60 6328 

4 0,74 0 108 1,09 0,26 —29 —60 6700 
1 100 1,15 0,29 —29 —60 7144 

2 1012 1.21 0,32 —29 —59 | 7660 
5 0,92 0 108 1,27 0,35 —29 —59 8032 

1 100 1,33 0,38 —28 —59 8476 
2 1013 1,39 0,41 —28 —58 | 8992 

6 1,10 0 108 1,45 0,45 —28 —57 9364 

I 101° 1,51 0,48 —27 —57 | 9808 
2 1013 1,57 0,52 —27 —57 10324 

7 1,28 0 108 1,63 0,55 —27 —56 10696 
1 1011 1,69 0,59 —27 —56 11140 
2 1013 1,75 0,63 —27 —55 11656 

8 1,46 0 108 1,81 0,67 —2.6 —5.5 12028 

I тои 1,87 0,71 —26 54 | 12472 
2 1014 1,93 0,75 —25 —54 12988 

9 1,64 0 108 1,99 0,79 —25 —53 13360 

1 101 2,05 0,83 —25 —-53 13804 
2 1014 2,11 0,87 —25 —52 14320 

10 1,82 0 10° 2,17 0,91 —25 —52 14692 

1 101 2,23 0,95 —24 —52 15136 

11 1.98 0 10° — 2,29 0,99 —25 —52 15460 
’ 1 101° 2,3 1,00 —0,62 —1,4 15836 

2 1010 2,3 1,00 —3,104 —10—3 | 16220                 
траектория вышла из допустимой области (3.15) уже в момент т = 
= 0,08 со значением и. (т) = —0,002. 

В табл. | показаны результаты каждого шага 4 работы алгоритма. 
Решение задачи, изображенное на рис. 4, было найдено за @ = 12 
последовательных пристрелочных процедур. Число итераций вида 
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Рис. 4. 

    
(3.18) в итоге составило 39, число выстрелов — 118. Тем не менее 
общая «стоимость» решения задачи составила всего 18Nd вычисле- 
ний правой части дифференциальной системы, где ЛМ — число узлов 
сетки, 4 — число вычислений правой части в каждом узле при ре- 
шении задач Коши (в данном примере d = 4, N = 230). Cooruoute- 
ние баланса (3.16) удовлетворено с точностью 10-7, соотношение 
(3.17) — с точностью 19-1. 

Таким образом, применяемая методика оказалась достаточно 
эффективной для расчета трубопроводов при их укладке на большие 
морские глубины и позволила находить оптимальные технологические 
параметры укладки. 

$ 4. Численные методы решения жестких систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений 

Построение и обоснование надежных численных методов 
решения жестких систем обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний — одна из актуальных проблем вычислительной математики. 
Это связано с тем, что, с одной стороны, так называемые жесткие зада- 
чи в последнее время все чаще и чаще ставятся на практике, с другой— 
использование традиционных численных процедур для их решения 
малоэффективно. В последнее время разработан ряд численных ме- 
тодов, ориентированных на решение жестких задач, например метод 
Гира или подобные ему. Однако, к сожалению, и они не всегда удов- 
летворяют практическим запросам, поскольку, как и все методы, 
имеют свою область эффективного применения. В частности, они 
малоэффективны, если система уравнений, которую необходимо ре- 
шать, имеет большую размерность, или, например, когда приходится 
иметь дело с очень жесткими задачами [42, 43, 61, 52, 93, 133—135, 
139—142, 147, 152, 153]. 

Для задач средней жесткости и небольшой размерности, если 
отсутствуют режимы обострения, в настоящее время достаточно эф- 
фективными являются численные методы, с использованием обраще- 
ния матриц типа Якоби. Однако их применение, например, для 
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исследования математических моделей химической кинетики уже не 
всегда оправдано. Не следует, по-видимому, многого ожидать и от 
многошаговых численных методов, реализуемых с помощью обраще- 
ния матриц типа Якоби, хотя, с нашей точки зрения, здесь имеются 
возможности повышать их эффективность за счет использования методов 
высоких степеней точности. Можно было бы также отметить ряд от- 
рицательных моментов и у отдельных типов дробно-рациональных 
численных методов. | 

Сделанные выше замечания обращают внимание на то, что необ- 
ходимо и в этом вопросе идти двумя путями: совершенствовать имею- 
щиеся численные методы и конструировать новые, более надежные, 
и расширять сферу их приложения. Далее приводится краткая ха- 
рактеристика численных методов, ориентированных на решение 
жестких задач, и описываются новые численные методы, которые 
были разработаны 11. И. Бондарчуком, Р. В. Слоневским и их учени- 
ками [24, 95, 103]. 

Здесь приводятся конкретные вычислительные процедуры реше- 
ния жестких задач, их обоснование, сведения о программной реали- 
зации рассматриваемых численных методов и результаты вычислений. 
Рассматриваются перспективы их применения при математическом 
моделировании сложных систем. ~ 

Приведем необходимые нам в дальнейшем понятия и вспомогатель- 
ные результаты 

Пусть У® — пространство $ раз дифференцируемых функций 
y (х), определенных на пространстве Х, где $ = 0, 1,2, ..., А. Рассмот- 
рим способ дискретизации пространства Х и пространства У®. 
Пусть на пространство Х наложена некоторая сетка НМ” (в). Соот- 
ветственно этой дискретизации пространства Х рассматривается дис- 
кретизапия пространства У®. Например, дискретизапию прсстранств 
($ =0, 1, 2,..., А) в случае функций у (х) непрерывного аргу- 
мента хе [а, 6] будем понимать следующим образом. На отрезок 

[а, 6] наложим сетку w = (хх, [= 0, М; х, = a; Xn = хх}, 
для которой точки х, будем называть узлами сетки. Сетки ® могут 
быть как равномерными, так и неравномерными. Вместо функции 
у (х), определенной для всех х Е [а, 6], будем рассматривать сеточную 

функцию у; = у(х;) целочисленного аргумента # |[= 0, М№| или 
узла х‚ сетки ®. Аналогично в узлах сетки в рассматривается дискре- 
тизация производных и“ (х) ($ = 1,2, 3, ...), с которыми также со- 

поставляются сеточные функции и” = и (х,) (=0, М, з=1, 2, 3, ...). 
Следовательно, в общем случае, пространство и функций и (х), 

определенных на пространстве Х, заменим конечномерным про- 

странством ИФ = (у, =0, М; $5 =0,1,2. 3, ...} сеточных функ- 

ций. Размерность пространства у%: равна N + 1. В дальнейшем 
всюду предполагается, что функции и их производные непрерывного 
аргумента заменены их дискретными аналогами. Отметим некоторые 
общие закономерности в пространстве дискретизаций дифференци- 

руемых функций. Пусть yt (й) — пространство дискретизаций 
(р 1!) раз дифференцируемой функции на равномерной сетке с ша- 
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rom A. Тогда в классе таких функций дискретный аналог формулы 
Тейлора, записанный для узла х„ дискретизации, представляется 
в виде 

р 
l S_(S ыы = + УЕ + О (РН, 

. s==1 

где О (#71) — остаточный член дискретизации. Аналогично за- 
писываются и другие типы конкретных дискретизаций. | 

Определение 1. В пространстве yi (A) ceTouHbIxX функций ло- 
кальной ошибкой дискретизации функции у = и (х), заданной в за- 
писи 

Yn = Yn + AD (Xq3 As Yn, V=O, 8), — (4.1) 
Называется сеточная функция 

Sung = Y (Xn41) — Y (Xp) — AD (xn; A; yn’, v=, 9). (4.2) 
Определение 2. Дискретизация (4.1) функции у (х) называется 

согласованной с функцией и (х) с порядком $, если 

max (6Yn41) = O (AS*') при В-—0. 

Определение 3. Сеточная функция для дискретизации (4.1) функ- 

UHH y = y (x) 
9. (х„; И; и, у=0, $ 1) = A'@ (X,3 ИУ; у = 0, $ + 1), 

определенная на сетке .&, называется главным членом локальной 
ошибки дискретизации (4.1), если на сетке в асимптотическое разло- 
жение остаточного члена дискретизации 5-го порядка может быть 
представлено в виде 

бил =p (xn, y, v=0, s+ 1) + 0 (hn), 
rie @ (xX, y?, v = 0, s + 1) He 3aBucnT oT mara A, 

Аналогично, сеточная функция &, = у (х) — у, называется гло- 
бальной ошибкой дискретизации (4.1) в точке x, порядка $, если 
при й—0О max (e,) = O (A‘). B 3ToM случае также считают, что 

< 

дискретизация (4.1) является сходящейся к дифференцируемой функ- 
ции у = и(х) с порядком 5. 

Исследование дискретизаций вида (4.1) на устойчивость состоит 
в изучении их применимости к аппроксимации экспоненциальной 
функции у = г | Юе \, > 0|, которая является решением дифферен- 
циального уравнения 

у’=— Ау (ReA>0). (4.3) 

В результате приходим к равенству 

Ут = Оз (а) у, |2 = №] (4.4) 
из которого определяется функция П|з| (2), называемая операторной 
функцией дискретизации (4.1). 
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В зависимости от качества аппроксимации операторной функцией 
Огс1 (2) экспоненциальной функции у =е | Ве 4 > 0| различают 
разные типы устойчивости дискретизаций (4.1). 

Определение 4. Дискретизации (4.1) называются А-устойчивыми, 
если их операторные функции Де; (2) удовлетворяют следующим 
условиям А-допустимости: 

a) ana ReA>0 | Dis (2)| <1; 

6) lim Оз (г) = 1. 
Rez оо. 

Определение 5.. Дискретизации (4.1) называются [-устойчивыми, 
если их операторные функции П/з; (2) удовлетворяют следующим 
условиям [.-допустимости: 

a) ana Rez>0 |Diy(2)|<1, 
6) lim Djs; (z) = 0. 

Rez+-+0o 

Определение 6. Дискретизации (4.1) называются А,-устойчивыми, 
если их операторные функции Оз] (2) удовлетворяют следующим 
условиям А,-допустимости: | 

а) для 2>0 |Бз(2)|< 1; 

6) lim Djs) (z) = 1. 

Onpenenenne 7. Juckpetu3aunn (4.1) Ha3biBaiotca L,-ycTohunppimn, 
если их операторные функции Б‹з1 (2) удовлетворяют следующим 
условиям [Ё,-допустимости: 

а) для 2>0 |0 (2)|< 1; 
6) lim Djs; (z) = 9. 

Различают и другие типы устойчивости дискретизаций (4.1). Сре- 
ди них можно отметить жестко устойчивые дискретизации. Они ха- 
рактеризуются тем, что их области устойчивости не содержат некото- 
рых подобластей, примыкающих к мнимой оси в правой полуплос- 
кости комплексного переменного. | 

Дискретизации (4.1) определенного порядка точности $ исполь- 
зуются в качестве численных методов, если указан дополнительный 
алгоритм определения численных значений входящих производных 
непосредственно по дифференциальному уравнению, для решения 
которого они предназначены. Поэтому все введенные выше понятия 
распространяются на численные методы решения дифференциальных 
уравнений. 

Рассмотрим задачу Коши 

y’ =f (x, 9), (4.5) 

Y (Xo) = Yo (4.6) 

где функция |[(х, у) предполагается: 
а) дифференцируемой требуемое число раз по х и по и в полосе 

D = (x <x <X, |y| < ~}; 
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6) удовлетворяющей в полосе Р условию Липшица | (х, и1) — 
— [ (№192) | < [|1 —и5| (Ё — константа Липшица. 

В этом случае задача (4.5), (4.6) в полосе О имеет единственное 
решение. Ее линейной моделью может служить следующая задача 
Коши: 

y’ =— dy, _ (4.7) 

Y (Xo) = Yo: (4.8) 

где Рей > 0. Точным аналитическим решением задачи (4.7), (4.8) 
является функция 

y (x) = ye, x>0. (4.9) 
Аналогично рассматривается система обыкновенных дифферен- 

циальных уравнений вида (4.5). В качестве примера приведем систе- 
му, возникающую при моделировании двухполюсника [26]: 

и\ [— 6,28. 107 — 1,792 . 10? +) 1,613. © “) 
и] =\ 990 — 43 и) т \ 9,009 /\и,/ 

Ее можно в общем виде записать так: 

y’ = Ay + Bu. (4.10) 

Если в уравнении (4.10) исследовать свойства матрицы А, то 
оказывается, что ее элементы существенно отличаются порядком ве- 
личин. Более того, уравнение 

Че! (АЕ — А) =0 (4.11) 

имеет решение А, = — 6,28 . 10’ и Л, = — 3,26 . 103 т. е. А = 

Ах 2 000 000. 
Оказывается, что математические модели реальных процессов и 

явлений во многих случаях описываются системами уравнений вида 

(4.10) или аналогичными им нелинейными системами, для которых 
собственные числа имеют сравнительно большой коэффициент разбро- 
са. Оказывается, что для решения таких задач классические числен- 
ные методы непригодны, .так как в этих случаях константа Липшица 
намного больше единицы и, следовательно, можно достичь макси- 
мального шага интегрирования не больше 1/Ё в приведенном выше 
соотношении. В противном случае погрешности на последнем шаге 
и накопленные на предыдущих шагах приводят к нарушению вычис- 
лительного процесса. Для решения этих типов задач необходимы 
такие численные методы, чтобы их полная ошибка не возрастала, 
а, наоборот, уменьшалась со временем. Это требование представляет 
собой некоторую характеристику численной устойчивости методов. 
Численные методы, которым не свойственна такая особенность, на- 
зываются численно неустойчивыми. Очевидно, что даже при неболь- 
шой ошибке при использовании неустойчивых численных методов 
ошибка через определенное число шагов достигает такого значения, 
что получаемое этими методами решение становится бессмысленным. 

4) 
л, | ~   
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Чтобы лучше понять возникшую ситуацию, рассмотрим следующие 
численные методы: 

явный метод Эйлера 

Ynti = Yn Е #4 (Хи, Ур), (4.12) 

неявный метод Эйлера 

Уп = И, hf (Xn+1; Ип--1), | (4.13) 

метод трапеций 
| | 

Yn+1 = Yn + > AUP Kas Yn) Г (жчнь Уи). (4.14) 

Применив эти численные методы к решению модельного уравне- 
ния (4.3), получим такие решения: 

для явного метода Эйлера 

Уп = (1 — 2) у,, (4.15) 

для неявного метода Эйлера 

= и» (4.16) 
для метода трапеций 

1 — -- г 

Уп = Ш, (4.17) 
I + > 2 

где 2 = АИ. 
Очевидно, что явный метод Эйлера при большом шаге неустой- 

чив, так как при |1 — ЛА| >> 1 переменная у, -— © при п- o, 
Для явного метода Эйлера условие устойчивости состоит в выполне- 
нии требования, чтобы || —2| < 1, т.е. 0 < |2| <2 или 

h<—. - (4.18) 
ГА | 

Если, например, |^| = 102, то Йшах < 2 - 10-5. Наоборот, числен- 
ные методы (4.13), (4.14) являются устойчивыми, так как 

| 
| — > г 

<1и |— <! 
l 

| + — г 
TS 

  
о 
|+ г 

при любых Кег >> 0, т.е. для этих численных методов и, > 0 при 
п — со независимо от значения йЙ. Следовательно, неявный метод 
Эйлера и метод трапеций являются численно устойчивыми. Более 
того, неявный метод Эйлера обладает свойством Г[-устойчивости, а ме- 
тод трапеций —свойством А-устойчивости. Среди различных типов 
и подтипов устойчивости численных методов решения жестких за- 
дач наиболее существенны понятия А-, [- и жесткой устойчивости. 

Если численные методы (4.12), (4.13) применить к решению систе- 
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мы уравнений 

= f (x, у), 

то получим (используя явный метод Эйлера) 

т — Yn + hf (Xn Yn)s (4. 19) 

неявный метод Эйлера — 

‚уни = “Yr + АР (ха, Ул), _ (4.20) 
метод трапеций — ‚ 

— — | —_ — —- — | 

Yn+1 = Yn + UP Xs Yn) +P (Xnt1y Yn+1))- (4.21) 

Применим эти методы к решению модельной системы уравнений вида 

у’ = Ау. (4.22) 
После упрощений получим такие выражения: 

для явного метода Эйлера 

Уи = (Е -- ВА) у, (4.23) 
для неявного метода Эйлера о 

уп = (Е — ВА)" у, (4.24) 
для метода трапеций | 

_ 1 /_ \— 
ине [Е-НА) (Е Ау, (4.25) 

Отсюда следует, что явные численные методы реализуются‘ без 
обращений матриц типа Якоби решаемых систем уравнений, а неяв- 
ные, наоборот, с обращениями таких матриц. 

Наиболее распространенными в теории численных методов, в ко- 
торых используются обращения матриц типа Якоби, являются сле- 
дующие подходы: 

а) на базе реализаций неявных методов Гира или аналогичных 
им с применением различных приемов обращения возникающих при 
этом матриц типа Якоби; 

6) на базе различных представлений матричной экспоненты с 
последующим использованием различных приемов обращения возни- 
кающих при этом матриц типа Якоби; 

в) на базе методов Розенброка и им аналогичных, с использова- 
нием обращения к правой части в неявном виде с последующей реали- 
зацией обращений возникающих при этом матриц типа Якоби; 

г) на базе квазиньютоновских приближений с последующим ите- 
рационным приближением возникающих при этом матриц типа Якоби. 

Наиболее известными из численных методов, в которых  исполь- 
зуются обращения матриц типа Якоби, являются методы Гира, реа- 
лизованные в известных программах STIFF, EPISODE, DIFSUB 
и др. Из этих программ наиболее эффективны STIFF, EPISODE. 
Областями их применения являются мягкие, жесткие и жестко 
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осциллирующие задачи [3]. К недостаткам следует отнести; а) слож- 
ность реализации обращения матриц типа Якоби большой размернос- 
ти; 6) зависимость эффективности от степени жесткости решаемых 
задач и практическая неприменимость при больших жесткостях; 
в) потерю точности при вычислениях на точностях до 103 с помощью ме- 
тодов Гира первого — шестого порядков точности и др. Наиболее 
надежной следует считать программу ЭТТЕЕ, которая применима для 
большого диапазона жестких задач. Основными недостатками всех 
численных методов с использованием обращения матриц типа Якоби 
является их неэффективность при жесткостях, превышающих 10— 
104. В этих случаях за счет плохой обусловленности матриц типа 
Якоби наблюдается измельчение шага интегрирования с постепен- 
ным убыванием его до нуля. Отметим, что в общем достаточно сложно 
адаптировать программы ЭТТЕЕ и EPISODE для малых ЭВМ типа 
СМ, ИСКРА и др. Наконец, потеря точности на промежутке ин- 
тегрирования приводит к ненадежным результатам при решении 
сложных прикладных задач. Поэтому исследования в этой области 
интенсивно продолжаются. 

Численные методы с использованием обращения матриц типа 
Якоби. В общем виде методы Гира порядка точности Е можно запи- 
сать в виде 
Yn = Ay (R) Yn + Ay (R) Yn + Ag (R) Yn—2 ++ + ei (R) Yn—e—i + 

+ h[b_1 (К) | (Xn+1; Yn+1)], (4.26) 

где коэффициенты а; (Е) следует определить (зависимость их от Ё 
видна из (4.26)). Для определения этих коэффициентов используется 
уравнение 

        

| | | |... | о a(R) ~ 
0 —1l —-2 —3 ... (k—1) | a, (k) 
0 1 4 9 ... (k—1)? 2 а, (#) | _ 
0 —1 —8 9... [-&— ПВ 3 аз (Е) 

_0 (—1\ (—2^“ (3)... [-@- Ш ЕЦ 
| 

1 

1 
(4.27) 

1 

| 1 
На основании уравнения (4.27) методы Гира первого — шестого 
порядков задаются соответственно следующими расчетными форму- 
лами: | 

1) Ynti = Yn ВА (лы, Уп), 
4 1 2 

2) Yat => In Yn +> Af (Xn+1» Yn+i)s 
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18. 9 
3) Yntt = 4 In py — = Yn—2 + Г <> hf (inte У), 

48 36 
4) уз = 55 Уи — 55 У + x Yn—2 — = Yn—3 + = Af (Xn41 Yn+1)> 

300 300 200 75 12 

? Увы = Tap Yn — Taq Ян Е 137 и? — ТЗ Ут зу Ут 
+ = saz Af (Xn41y Yn+1); 

360 450 295 72 
° Yn = a7 Уз — Tg Yn OE те Yn—2 — 47 Yn—3 + 47 Yn—4 — 

—— Yn—5 + = =~ hf (Xn4i, Yn41). 

Для  ешения систем уравнений 

y’ = F(x, 9) (4.28) 
Metoy [upa k-ro' nopsdKa можно записать в виде 

Rot 

Yn — Ab-if (Xn41, Yai) — x (;,Yn—:) = 9, (4.29) 

тогда его реализация с помощью метода Ньютона имеет вид 

=) yl Jo = “(if 
ИЕ = У — [Е — АВ, (жи, И] | Аа (хиыь ИП 1) — 

k—| 

— > авь- (4.30) 

где Е — единичная матрица размера п Х пм, J; (Xa, и )— мат- 
рица Якоби функции {(х, И), вычисленная в точках ха и ИИ. 
Указанный выше подход используется во всех численных методах, 
в которых используются обращения матриц типа Якоби. 

Конечно, численный метод в записи (4.30) упрощают и для орга- 
низации процедуры выбора переменного шага интегрирования 
используют представление с помощью векторов Нордсика [123]. 
Действительно, если применим обозначение 

di = Af (Xn41, Yn + AL; (Xn41, УЗО) ИФА У, (4.31) 
то (4.30) получаем в виде 

Е = +b [E — Abad; (xn, oP) ВУ, — 401. (4.32) 
После несложных преобразований [123] приходим окончательно к 
выражению 

Yeti = yr yi + 0-1 [E — hb_ Uj Crna yea x 
- (0) 

— In 1 x i — ( RE у (а | (4.33) 

которое позволяет реализовать итерационный процесс в (4.32). Если 
сопоставим выражения ит И К то „получим 

  

  аби = — 9% |—— - Y (a ay), (4.34) 
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или 
1 — 

ани = в al у (a:Yn—i) . (4.35) 

Представим (4.31) в виде 

dit) = 40. в + (Е — #11, (хи, УГ" [hy — dy], (4.36) 
тогда, используя (A. 35), получаем, формулу для рекуррентных вычис- 

лений (4.36). Так как Ё( (Ха, yet) — yn 

а = Руль (4.37) 
т.е. можно интерпретировать 4, как прогноз для Ayn. 

Используя векторы Нордсика г„, имеем такие канонические 
представления: 

прогноза 

ам = 22, (4.38) 
коррекции 

ИО _ 59 if) 
21-1 = 2n+1 + F, (Z2n+41) С, (4.39) 

где | =0, |, 2,..,М—1. 
Учитывая, что вектор Нордсика существенно зависит от Ё = 4, 

применим для его представления разложение в ряд Тейлора. Тогда 
в качестве уравнения коррекций получаем уравнение, построенное 
на треугольнике Паскаля: 

= (0) 

    

  

Уп 

hyn 

hey 

a hyn? 

| a hy? 
<= -—= 

ntl 

1111 1 Ги — 

012 3... k hyn 

0013... ПЕРО > Wyn 
— | . (4.40) 

k(k —1) (k — 2) р 
0 0 0 0 31 zh Yn 

000 0. | h*y®)         
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Явные численные методы. При решении жестких систем обыкно- 
венных дифференциальных уравнений главным является подавление 
накопленных от шага к шагу погрешностей получаемых численных 
значений решения и его производных. Например, при решении модель- 
ного уравнения 

y’ =—hy, (4.41) 
где Юе^> 0и |^| У 1, накопление погрешностей счета можно харак- 
теризовать следующим образом. Пусть на п-м шаге интегрирования 

значение решения у„ получено с погрешностью в, т.е. у, = и, -Е 
-- &, где у, — значение точного решения в этом узле. Тогда, опреде- 
ляя по уравнению (4.41) соответствующее значение производной в 
этом узле, находим, что 

~ ~ 
co 

Yn = — dy, = — AY, — he = Yn— de, 
где Ле — погрешность этого способа нахождения численного значения 
первой производной решения. Так как |Л| 1, то, например, при 
|^| = 10% и |=| = 10-*, получаем |^=| = 10%. При наличии такой 
погрешности не всегда можно надеяться на положительный результат 
счета в последующем х„+1-м узле интегрирования. 

Рассмотрим еще один пример, который будем в дальнейшем име- 
новать тестом № 1. Пусть требуется решить систему уравнений 

у = — CyY,— (Cy — 1) Yo, 

уз = (1 — Пу: — су 
при начальных условиях 

у: (0) =0, у. (0) == 1. (4.43) 

Точное решение этой задачи 

(4.42) 

ох 1 —(2e,—1)x 
Yy, (x) => e 5 е 

[ —х 1 —(2e,—1) x (4.44) 
уз (х) = ее ‘о. 

Собственные значения матрицы системы (4.42) следующие: A, = 
= —[Г и Л, = — (25, —1), т.е. жесткость определяется числом 
Е = 2, —1, где с >0. 

Для теста № 1, рассматриваемого далее, при с: > 10! неэффек- 
тивными являются численные методы с использованием обращения 
матриц типа Якоби: постепенно уменьшается шаг интегрирования и 
возможен переход на постоянный шаг интегрирования. Это — след- 
ствие плохой обусловленности матриц типа Якоби. Поэтому числен- 
ные методы, предназначенные для решения жестких систем должны, 
наоборот, обладать свойствами, устраняющими эти недостатки. Таким 
образом, за счет плохой обусловленности матриц типа Якоби при 
больших степенях жесткости системы уравнений численные методы 
с использованием обращения таких матриц неприменимы для реше- 
ния жестких задач с большими степенями жесткости. Предлагаемые 
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ниже численные методы надежно работают и в указанных выше усло- 
BHAX. | 

Рассмотрим сначала простейшие из таких вычислительных проце- 
дур — явные одношаговые дробно-рациональные численные методы 
решения жестких дифференциальных уравнений. Отметим, что 
излагаемые ниже методы легко распространяются на системы урав- 
нений покомпонентно либо с помощью итерационных процедур типа 
Зейделя. 

Пусть рассматривается решение задачи Коши 

y’ =f (y), (4.45) 

Y (Xo) = Yos (4.46) 
где функция }(и) предполагается в полосе РБ: 

р = (хх <х=Х; |у|< о}; 
а) четрерывно дифференцируемой требуемое число раз по у 

6) —— <0; 
B) удовлетворяющей условию Липшица. 

При этом Jt | < для любого ие (— со, +00). 

Кроме того, предполагается, что задача Коши (4.45), (4.46) в по- 
лосе Д имеет единственное решение. 

Пусть в узле х„ заданы величины 
? 

3 вии) и (и +k). (4.47) 
Рассмотрим явный одношаговый численный метод 

Yn = Yn + Uy (Yn) (4.48) 
где | 

ki 9 
= =———— > 4.4 ufiy (Yn) 2k, — ky ( ) 

Существует следующая теорема. 
Теорема 4.1. Если в уравнении (4.45) функция } (у) удовлетворяет 

условиям а — в, то численный метод (4.48) является А-устойчивым 
и согласованным с первым порядком точности. 
Доказательство. Очевидно, что 

      

  

  

  

= i (4.50) 

ky = hf + hf <I. 4+ wp SE Set 2 naps (1), (4.51) 
поэтому 

И — Увы = Yn + hf — Yn = 
3 

‘2 aig hea np +00) nae 
Иа = 0(h%) 

2k, —k df 9 d?; a Ge “7 +0 (i) 
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при условии, что в рассматриваемом узле интегрирования 

3 а 9 da? |— > ht 0) | = 0 0. 
Заметим, что выполнения этого условия всегда можно добиться 

при достаточно малом й. Этим доказана согласованность численного 
метода с первым порядком точности. 

Применим численный метод (4.48) к решению модельного уравне- 
ния (4.41). Если ввести обозначение Ah = —z, то 

к: = —2И,, | (4.52) 

k, = (— г + = 2) Ил. (4.53) 

А уравнение (4.45) принимает вид 

1 — 1, 
4 

Gani = 3 Уп» 

l + 7 2 

т.е 
] 

1 — и 2 

Diy (2) =. (4.54) 

Отсюда следует А-устойчивость численного метода (4.48). Теорема 
доказана. 

Далее, пусть заданы величины (4.47) и на их основе построен чис- 
ленный метод 

Ynti = Yn + U2] (Yn), (4.55) 
где 

2 
К 
  U2] (Yn) = (4.56) 2 
Ry + 3 (Ry — Re) 

Тогда существует следующая теорема. 
Теорема 4.2. Если выполнены условия теоремы 4.1, то численный 

метод (4.55) является А-устойчивым и согласованным со вторым 
порядком точности. 

Доказательство. Отметим, что линейное приближение ре- 
шения задачи (4.45), (4.46) представляется в виде 

(2 | df 
Yi = Yn + hf + Ру. 

На основании изложенного ранее получаем соотношения 

2 г, а 3 af 
=z (kj — Rk) = Af |--- Ly Zh — 0108), 

he — 
г а 3 47 9 e 

k,-+— k, —k | — — A —— — — fpf —— —~ 0 (h8 
1 3 (A, 2) о 1 dy 16 lg (1?) 
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Отсюда находим, что 

  
| df \? 3 4? cel (Sy +e S +0 | 

[2] 4 ` ау 4 dy? 
Ynti — Yai = ] dj 3 42} a) 

1—— nn» ny <2 _ ony 
2 dy 16 dy” 

  

  

2 
т. е. Ил — yeh, = O(h*) при условии, что в рассматриваемом узле 
интегрирования | 

1, df 3 poe af 
Tag eT ae >08. 

Если это условие не выполняется в некоторых узлах интегрирования, 
то в них рекомендуется использовать линейные численные методы 
второго порядка, либо в качестве приближенного решения принимать 
его значение в предыдущем узле интегрирования. 

Используя (4.52), (4.53), нетрудно показать, что для численного 
метода (4.55) 

|] — 

  

—0 (3) 
  

1 
| — —2z 

2 
Ynti = Yn , 

| + 9? 

т.е 

1 
[— > г 

Diy (2) = О * (4.57) 

] +— 2 

Это свидетельствует о его А-устойчивости. Теорема доказана. 
Пусть, далее, в узле х„ заданы величины 

9 \ 

by =H (yn — Sy), (4.58) 
3 . 

ky =H (yn + в), (4.59) 
1 | вы, + № — 54, (4.60) 

где 

1 Us = 5 (7%, + 5%). (4.61) 

Рассмотрим следующий метод: 

Yntt = Yn + U3) (Yn), (4.62) 
rye 

и 
из (У) = ро, (4.63) 

4 
O3 = 57 [4 (Rk, —R,) + 3 (®, — №5). (4.64) 

Справедлива следующая теорема. 
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Теорема 4.3. Пусть выполнены условия теоремы 4.1, тогда числен- 
ный метод (4.62) является [-устойчивым и сохраняет третий поря- 
док согласованности по точности. 

Доказательство. Используя формулу Тейлора, получаем 
следующие разложения: 

ty = ht (yp — 2 &,) = 
  

  

— 2 df о 42 . 
= hf — 3 nef SL + ep TE — ae hp SE + 0 (H%) 

из = ЕО м = 

то; 4 d3 

И REG bay OP ae ae os HP ae + Olt), 

  

а мере 4 
; dt \? df df 
= + = ca MP Ge a0 0 Pag age + OM) 

bs = HE | yn + iret tant 

a ae ar a tar й + py ep SE 

т 0 me -950- np у ау Нав 7 | И +0, 

ен нра lt } +09. 
Так как линейное приближение шения. задачи Коши (4.45), 

(4.46) третьего ropes точности — в виде 
2 

3 __ 2 2 —_ 3 ( | 
Gnt+l = Yn + hf + > yh pe ah | чт + 6 h | ау 

то условие согласованности численного метода (4.62) по порядку 
точности определяется выражением 

    

  

  

  

    

yeh — уни = c,h4 

n nyt 5 df 42} 5 а] 
им — 12 — h? О (#3 

6 dy 10 dy? 18 Gr } +e) 
при условии, что в рассматриваемом уме интегрирования 

— 5 Я | poe Gt и? | df 4) | 9 py т 12 —— aE zh а) | = = 0. 
  

Здесь с. —  ыксированнай константа. 
Если для модельного уравнения (4.41) 

ks = n(—2-+ 2), mete a2). 

ии (+3218), ky = Yn (—2+ 4 7 24 72 +a), 
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то на основании (4.62) и (4.63) имеем 

  

  

chee 
Ynti = Yn — 9 ] Уп, 

Phat ee 
т. е 

1—2 Dew (9) = 3 
[3] (2) = 5 г“ jt — 22 + 5 2 -|- 6 * 

Полученная операторная функция Г-допустима, поэтому числен- 
ный метод (4.62) является Г-устойчивым. Теорема доказана. 

Аналогично строятся численные методы высших порядков точности. 
Важным свойством построенных численных методов является их 
вложенность. 

Итерационные методы первого — третьего порядков точности. 
Рассмотрим численные методы первого — третьего порядков точно- 
сти в сочетании с итерациями, образованными с помощью цепных 
дробей. Общий вид такого типа итерационных численных методов 
следующий: 

. U + (Yn — т) 

yd mot = У т + - о ны, , (4.65) 
1+ : 
  

  

Up + (Yn — У т) 

где Ё (# =1, 3) — порядок точности численных методов; т (т = 

=0, 1, 2, .) — итерационный индекс; Ио = у, (Е = 1, $ 3); ве- 

личины 9, и в, (к =1, 3) определяются соответственно выраже- 
НИЯМИ: 

а) и, = Е, 0, =k, —k,, (4.66) 

6) Up = hy, ©, = > (ky — fy), : (4.67) 

в) = = (74, + 56), (4.68) 

03 = = [4 (, — №4). (4.69) 

Теорема 4.4. Если выполнены условия теоремы 4.1, то итерацион- 
ный процесс в численных методах (4.65) — (4.69) при любом фикси- 
рованном шаге интегрирования обладает сублинейной скоростью 
сходимости. 

Доказательство. Если ввести вспомогательное обозна- 

чение 

[4] [А] | | 
2т = Up + (Yn — Уп), (4.70) 
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TO 

  

  

Le] k k k k k 2 © Zink == Zhe) (уни — Yriymt) = 2m) — И = ae +e 1+ 
т т 

т.е 

гта = —* — (4.71) 
1 —* 

а 
т 

Соотношение (4.71) в эквивалентной форме записи имеет вид 

=. (4.72) 2] 21] 
| т т--1 

Если ввести вспомогательное обозначение 

[k Wp Um! = ay (4.73) 
m 

  

\ 

то равенство (4.72) преобразуется в разностное уравнение 

и = ul) +1, 

решение которого представляется в виде 

ul, = up) + (m+ 1) 
[4] или, с учетом начального значения, 10 = вл» , 

ит +. (4.74) 
Учитывая (4.70) и (4.73), имеем 

гы | — Pk ’   

Wp (m+ 1) + — 
Up 

  

gl] __ Or 
m Wp , 

m+— 
Up 

T.e 
Е k Wp 

Ye met — Ут — Op On\? ен Up Up 

откуда на основании условий теоремы следует оценка 

[k [А] | Oe | 
| Ут — Ум | Sim ty 

Последнее соотношение и свидетельствует о сублинейной скорости 
сходимости итераций в численных методах (4.65) — (4.69). Теорема 
доказана. 
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Замечание. Если предполагать, что в рассматриваемом узле интег- 
рирования | 

. | о 
1 os К Ti 

mo . Up + (Yn и, т) 

то на любой итерации т (т = 0, 1,2, ...) численные методы (4.65) — 
(3. 69) сохраняют начальный порядок согласованности по точности. 

Исследуем указанные численные. методы на устойчивость. Приме- 
HAA HX к решению модельного уравнения (4.41), на основании изло- 
женного ранее получаем, что 

  #0, 

  

  

  

3 9 т 3 . 

= — ще, 91 = — 2, = 

I © 1 
WO = — > 2°Yny 92 — — 25», о, = 7% 

го | 1 ra 
= РН 2] 2 + 72] ym = — 21 5 2] Ч» 

2 | 32 | BS z+ 5 2 

Полагая У шт = Drryn (2) Yq» HAXOLMM, 4TO 

Вицин (2) = Duyn (2) — 5 в» 
(m+1-+—2}(m4 2) 

4 4 

|» 
2 
  Вот (г) = Оу» (2) — т > 
m+1+—2z|(m+—z [и+1+5 1) ("+ 
Г +2) (2 | 
== в 2/1? 

рта ятя 
Например, для численного метода второго порядка операторные 

функции имеют вид 

Di3y\m-+1) (2) = Disyn (2) — 

  

1-52 

Оо (2) = ] ? 
14 — + о 2 

1 3 
2——z— — 2? 

2 4 
Dioy2 (2) = 3 , 

2+ — — 2? ratty 
5 

6 — 27 —32—-— 23 
г 8 
  

D243 (2) = 9 ] 
| 6+ 72 те 7 

HT. A. 
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Нетрудно убедиться, что в любом из численных методов типа 
(4.65) соответствующий итерационный процесс является устойчивым. 
Опыт решения конкретных прикладных задач показывает, что при 
использовании этих методов требуется небольшое количество (5—7) 
итераций на каждом шаге интегрирования. 
Численные методы (4.65) до третьего порядка включительно были 
реализованы на алгоритмическом языке БЭЙСИК в программном 
модуле ИДРК-В покомпонентно и применялись для решения мяг- 
ких, жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений 
с неосциллирующими быстро решениями. Результаты численных 
экспериментов показали их эффективность и согласованность с вы- 
водами теоретического характера. 

$ 5. Итерационные численные методы. 

Для построения одношаговых вложенных А-устойчивых 
приближений решения задачи Коши (4.45), (4.46) используются обо- 
значения - 

Ry? — hf (Yn), Ry (y) = hf [Yn + с: (у— У„)], 

- Rs (у) = Atl de + 66 Ue + ak, +, и $ = 3, 4, coy 

которые определяются по правой части уравнения (4.45). Для произ- 
водных решения имеем соотношения 

И УЕ, УР т Gr ) 

y= P ae + Pt а is РН. J 

  

  

ит. д., и 

| 1. df \? yyy = hf + rep 4 Eng SE 4 Zap ( EY 
в i a rar | ПХ 

+ = nip 21 a+ — hf? й Е +: + О (#5). (5.1) 

с ПОМОЩЬЮ be м Pi = 2, 3, 4,...) неявные одношаговые прибли- 
жения строятся в виде | О 

Е 

У = у, На, + У, 9, - 5.2 

где К — порядок точности приближений (5. 2). 
Неявные одношаговые приближенные методы первого порядка 

точности ищем в виде | 

yoda =n + viki + Yoke (Yr), 6.3) one So 5.3 

фени, + и]. (5.4) 
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Очевидно, что 

d? 3 df \? 

ne ВР gt a P i + (1) т 
а 3 

+ 53 a АВ a + > 18 yap a om ney () + O(h). . (5.5) 

Условие согласованности метода (5.3) с первым порядком точности 
записывается в виде уравнения 

V+ Y= 1. (5.6) 

Это уравнение с двумя неизвестными. Поэтому можно прибавить еще 
одну связь между неизвестными, исходя из требования А-устойчи- 
вости приближенного метода (6.3) Eciw moioxKuM y, =O UU у. =1, 
то получим, что. | 

  

Und = Yn + Re (Yat) (5.7) 
или с учетом (5.5.) — 

Yn Ним “+ O(n). 

Применяя (5.7) к решению модельного уравнения (4. 41) и выпол- 
няя элементарные преобразования, находим, что его операторная 
функция имеет вид | 

Г— —2 
4 

Би (2) = ——— (5.8) 

и обладает свойством А-допустимости. 
Если же в уравнении (5.6) прьмем у, = —И и у. = “/., то при- 

ходим к неявному приближенному методу первого порядка 
| | 

у = у + — [4%, (у) — в, (5.9) 
который характеризуется [-допустимой операторной функцией 

l 
Diy (2) = 2. (5.10) 

_ Таким образом, нами определено семейство неявных одношаго- 
вых приближенных методов первого порядка точности 

г. Уп = Ул + №, + (1 — 71) А (Ут), (5.11) 
в которое входят методы, обладающие различными типами устойчи- 
BOCTH. 

Неявные одношаговые приближенные методы второго порядка 
точности будем также искать в виде (5.3). В этом случае условие их 
согласованности с методом второго порядка точности представляется 
в виде системы уравнений‘ 

| 3 | 

fo V1 = у. = 1, 4 Y2 = = . 
: | © | (0 . . : , 

ie



Эта система имеет единственное решение y, = и Yo = 2/5, 
поэтому неявный приближенный метод второго порядка точности 

имеет вид | 

Yn+1 = Yn + = = [8, — 2%, (и). | (5.12) 

Этот метод характеризуется локальной погрешностью _ 

++ Г РЕЯ. )| 
и  А-допустимой операторной функцией 

1 
1— —2 

Базз (2) = ———. (5.13) 
Е >? 

  

Неявные одношаговые приближенные методы третьего порядка 
точности ищем в виде 

Yn = Yn + Е, + ТК (Уна) + УзА (Уп), (5.14) 

Ез (у) = Af (Yn + сз (У — и.) - азк. (5)], (5.15) 
а величины К, и №, (у) определяются соответственно соотношениями 
К = ВР (и,) и ° 4). Очевидно, что 

Rs (y) = Af lyn * сз (у — 0 + ask, (y)] = 

— hf + ear 4 gansps SE #1 y+ 

где 

тар! w(t a) amp gr FOU). (6.16) 
Здесь 

а = с; | а:, sat lata) ет (То +4), 

|2 5 I 2 I 9 
d= 5 63 -- > сзаз + = @3 - | Cg + Gs. (5.17) 

Условие согласованности метода (5.14) по третьему порядку точ- 
ности задается в виде системы уравнений 

3 1 9 1 | 
РУ = 1, Piet as= 7 ar ve tpi =|> 

3 l 
= V2 + OY3 ==. (5.18) 

Так как система уравнений (5.18) переопределена относительно 
неизвестных %,1, \., \з, для ее решения применим специальную про- 
цедуру. Сущность ее состоит в следующем. Считая значение а фик- 
сированным параметром, из первых трех уравнений системы опре- 
деляем 

2 4 L 
т = 1 — 2 — Уз = — 5 Ws 73 — "ба (3 —4а) ° 
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Тогда для каждого фиксированного значения параметра. а определя- 
ются соответствующие константы %, Yo H Y3. Далее, из послед- 
него уравнения системы (5.18) определяем значение неизвестного 6. 
Тогда из первых двух уравнений системы (5.17) определяем зна- 
чения констант сз и а.. Для выбора из полученного семейства 
А-устойчивого приближенного метода определим его операторную 
функцию. Так как 

1 3 bs (y) = — (дах — (с — Saye") y, 6.19) 
операторная функция приближенного метода (5.14) HMeeT BUX 

] 

+ — Ye + (1 — Cy) v3 р 7 
D (2) =   : 4 ‚ (6.20) 

1 + “(+ Ya cst] _ As Y32” 

Отсюда следует, что условие А-устойчивости приближенного метода 
(5.14) требует выполнения неравенств 

3 
Tvet Cs¥sx @3 < 0. 

Полагая а = *?/., определим решение системы уравнений (5.18): 

] . 3 10 4 
"=, у = 0, =, Cs => 9? а = —-, 

которое удовлетворяет предыдущим неравенствам. В этом случае 
операторная функция (5.30) является А-допустимой, так как 

  

= 
D3) (2) = = (5.21) 

I +- er 7? 

Следовательно, нами обоснован неявный одношаговый прибли- 
женный метод третьего порядка. точности 

  

урн = Yn + > [Ry + Sk (Yn4i)], (5.22) 
где | 

bs(y) = hf | Yn + 2 (y— a) —& a (W)], (5.23) 
причем на основании (5.16) | 

2 

ba (y) = hf + PY a =p in +1214) + 
    4 43 2 РНР И 1] +005. 

По этому же принципу строится неявный одношаговый приближен- 
ный метод четвертого порядка точности 

4 

Yrti = Yn на + ть (из) + Ул, (и), (5.24) 
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fie - а 

Ry (y) = Af lyn + Cn (Y — Yn) + Aghky + Oyke (y) + dyks (y)], 

и) ЕН (ив). 
Величины Ё;, Ё, (у) и КЁ. (и) совпадают с определенными ранее. Оче- 
видно, что 

big (Ya) = hf Р-Я + ar ae — Fy OP Ge + 008), 
AW aap + + ap на, +8; + 
4+ ansp SE 4 ontp (SL } + dnp 7 + 0 (AS), 

Здесь использованы следующие обозначения: 

] 
а=с. а. |6, -| аа, b=+(4++4,4+44,), 

(5.25) 

  

| 4 9 1 27 (5.26) 
са + ы). аа (+34 d,+— 6 b,). 

Требование согласованности приближенного метода (5.24) по чет- 
вертому порядку точности приводит к условию, что параметры долж- 
ны определяться системой уравнений 

w 

| 3 2 4 
Vit Vat Ys + Vat Vs = I, 7 vet V3 V4 9 %=-, 

9 2 4 | 
39 V2 | 9 Уз | 9 av, | 85 У = 6 

9 4 | 32 
Tas Tear eee Tae a (5.27) 

3 2 | 13 = 
zat st OV =e) ave t+ >- Ys + dy* = 

1 1 
go Ye sy V3 1 CVs = 5 

Решим систему (5.27) с помощью описанной выше процедуры. 
Считая а фиксированным параметром, из первых четырех уравнений этой 
системы находим, что 

71 = 1 — 2 — з — Va — Vos 

1 3 35 ] ва фа) =, (5.28) 
1 3 46 

arts (та) и ay = 0, 

«нь пб оба ор > OF 
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Для обеспечения А-допустимости операторной функции метода 

необходимо требовать выполнения неравенств 

3 
4a Y2—Ys + Cy¥, > 0, Vs + — bays + 744. >0, у.а. <0. 

‚Если в (5.27), (5.28) положить а = *?/., то однозначно определяет- 
ся следующее решение: — 

287 31 195 633 

Yi = gag? V2 =gs Va = 88, Ya =~ TE 
9 ь 3820 

Wye= 39) MH), = — 5697, 
_ 356 467 

‘а — 633° 4 = G33 
При этом решении операторная функция приближенного метода 

(5.24) представляется в виде 

    

  

  

2 491 467 
It? ap? — 84 

Dis) (2) = 991 2975 467 (5.29) {.— 22 23 
т 264 2" 1584? 528 

Неявный одношаговый приближенный метод четвертого порядка 
точности определим так: 

(4) 287 

Уп = “ogg Ra FR a sa Re (Yn+i) + =e- = > ks (Yn) — 

633 
— 76 а (И) — > Re (Yn) + Yns (5.30) 

где 

ky (y) = hf dn + Sy — Yn) + Ry — Sea hy (y) + ae hg (y) | 

Rg (Yn) = hf (y, —> k,] 
Таким образом, нами построена совокупность A-yCTOHYHBbIXx 

вложенных одношаговых неявных приближенных численных методов 
первого — четвертего порядков точности решения задачи Коши (4.45}, 

(4.46) | 

(5.31) 

Уп = У, + Ща (У), (5.32) 
rae 

иги (у) = №, (9), (5.33) 

u(y) = lk 2%, = (5.34) 

ups (У) = [ka + 3h (9) (5.38) 

Ure (Y) = ar Ry ae = aa Re (Y) + -=- кз (у) —



— OS hg (y) — or Ba (Yn). (9.36) 

Ryhf (Yn), Rs (Yn) = Af (и. — +ы) (5.37) 

ke (y) = hf |. +-- и—у,)|, (5.38) 

ka (y) = Af В + Y= In) — Fhe Y), (5.39) 

ви + бы Se hay) + ha y)] (6.40) 
(k = 1,4 — порядок точности приближений). 

Рассмотренные приближенные методы в дальнейшем используются’ 
для построения и обоснования итерационных алгоритмов решения 
жестких задач. Условно их будем называть численными методами. 
типа ИДРК-В. 

Численные методы типа ИДРК-В. Как отмечено выше, методы 
(5.32) — (5.36), построенные для численного решения задачи Коши. 
вида (4.45), (4.46), являются неявными. Для их реализации пред- 
лагается следующая итерационная процедура: 

к к 
tk] (т Е (Уп — У и 

А k 
UCR} т) = Yay Yn МА Yr mn) 

К R 
Lp] (Ye sm) + (Yn — ye sm) 

  

Yeh mbt = yds am + , , (5.41) 

  

где К (^ = 1, 4) — порядок численного метода; т (т = 0, 1,2, ...) — 

итерационный индекс; о = у, (К = 1, 4) — начальное прибли- 

жение на (п -- 1)-м шаге; величины Ш^1 (и) (Е = 1, 4) определяются 
соотношениями (5.33) — (5.36). 

Замечание 5.1. Если рассмотреть явный метод, получающийся 
из итерационного процесса (5.41) на нулевой итерации 

ЧЕ] (У) — Up] [y\*) + Up) (yl*))| 

Ча (yh) — 4p] [У Е Ui py (и 

UR] (и) 

  ИН = yh + py (Yn) — 
  I+ 

то он будет совпадать с численными методами из $ 4, где доказана их 
согласованность с порядком точности К. Однако при больших шагах. 
интегрирования они могут терять точность, что и создает необходи- 
мость для задач с переменной жесткостью применять методы (5.41). 

Изучим сходимость методов (5.41). 
Теорема 5.1. Лиусть || (у) | < МУУуЕ (—©°, сю), выполнены усло- 

вия теоремы 4.1 и фучкция [ (и) является непрерывной, тогда для 

УВ > 0 итерационный процесс (5.41) (Е = 1,3) сходится, причем 
скорость сходимости Ю — сверхлинейна. 
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Доказательство. Итерационный процесс (5.41) является 
способом нахождения корня И„+1-го уравнения 

Frey (Y) = 40 (Y) + (Yn + y) (=1,3). (5.42) 
Покажем, что существует корень уравнения (5.42). Из условий 

теоремы и формул (5.33) — (5.35) следует, что 

Риз (у) < 0, lu (YI AM (&=1, 3). (5.43) 

Тогда из (5.42), (5.43) получаем, что на интервале —= ИМ, 

Yn t > hM | непрерывная и монотонная функция Fig) (y) MeHAeT 3HaK, 

а значит, имеет единственный корень. 
Запишем (5.41) в виде 

ИТ y™ — Iya (y”, Fe (y) Fie (y"), m=0, 1, ..., (5.44) 
где 

1 т т 
Ytry (Ys Ay) = | [Fea (y + #1) — Ри (И), y” = yf. (5.45) 

Легко видеть, что (5.43) является методом Стеффенсена решения 
уравнения (5.42). Проверим выполнение условий его сходимости. 

Согласно условиям а — в (см. с. 76) функция Е (и) дифферен- 
цируема, производная ее непрерывна в точке у и отлична в ней от 
нуля: 

Fin Wl =| [on + $y — 9nd] —1|>1, 

Fn @l=[4F [y+ —9)|—1[>1 6.46) 

Fin) =|-¢ Af [dn + -y —4n) — +b (y)|| 2 — 
1 , 3 [и |-> 

Далее, равенство 

lim ив (у, В) = Ра (у) 

равномерно по у, К = 1, 3 (такое отображение называется консистент- 

ной аппроксимацией для Гц»: (5)). Таким образом, выполнены все 
условия теоремы о сходимости метода (5.44) [88, с, 350] и, следователь- 
HO, Уп Является точкой притяжения для итераций в (5.44). При- 
чем скорость сходимости И” к ул Ю — сверхлинейна. 

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.2 и функция 
Г’ (4) удовлетворяет условию Липшица, тогда порядок итерационного 
процесса (5.44) Ю будет больше или равен двум. 

Доказательство. Согласно упоминавшейся выше теоре- 
ме Дж. Ортеги и В. Рейнболдта [88] нужно убедиться только в стро- 
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гой консистентной аппроксимации Р(к1(У), т.е. в справедливости 
неравенства 

Е (у) — им (и, №!) |< с» | |, k= 1, 3, (5.47) 

где с, — некоторая константа. 
Действительно, имеем, что 

[Е (4) — ии (и, = | Af’ Yn + (Y — Yn) — 4 

— | НА щи (y + Ay) — що (9) = 

= Sali (yn + 4 y—y,)|— P| n+ (yY— Yn)   
3 \? | <(4) alii) 

(5.48) 

где у лежит между уи у В,; [, — константа Липшица для |’ (и); 

Fi (y) — Yeas ta) =| Af’ [yn + и, | -- 

—! ——- [— hy + uy (y + hy) — us (yl = 

= tale [ut + би)   
3 

SAL, | Ay, 
(5.49) 

, 3 , 10 
|Езл (И) — изу (и, 1) | = |. + 3 (Y — Yn) — 

— ka (y)||-S — ar [on + ии, | 

—1 sla + a [+ Оу) — + ay +h] — 

— hf Ltn + 2 y —In) — ||| = 

4 [Flo + 2 ya) —4 | —F [tn — 2G — 4) — 
— hy )|||-2 — hf’ Ё + —и,) | + 

бт aad es ee nl 
—Г | ++ —)|]|<4 

сы в 
<= AL, Е > tal ALIA, С вы ПЕ = 

= | В. nm +4 - AL) + LL, Ay | (5.50) 

=" 

     Sy y) — > * [kp (y) — 

      Зои = 
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где [., — константа Липшица для функции | (9). 
Из (5.48) — (5.50) сразу получаем (5.47) с 

2 

¢, = (+ hL, (5.51) 

C= AL, (5.52) 

3 10 2 83 

Теорема доказана. 
Применяя численные методы (5.41) к решению модельного урав- 

нения (4.41), можно легко убедиться в том, что они характеризуются 
операторными функциями (5.8), (5.13), (5.21) и (5.29). Учитывая иден- 
тичность доказательства для любых из численных методов, приведем 
его для численного метода первого порядка. Так как К, = —2ун 

| 3 | 
И Re (y) — — м 2% — -4 “9, 

то 

I 3 | 3 
U1} (Y) = Re (Y) = — FZ 2Yn— FY Yn + My (Y) = (1 — > г) Yn— | 2s 

l 3 
ши [Ча + “0 (YI = — р 2, — я М, + щи ()] 2 = 

—_ 1 (1— 3 
=—y,— + 2 —4 *]| 9-4 29 ’ 

щи (у) — щи 9» - щи (9)] = 7? (1 — у, —(1 1+ — my у, 
т.е. . 

  

  

U1) (Y) — U1] [Ya + 41, (Y)) —_ 3, 

Ur) (¥) + (Yn — 9) — 4 

Следовательно, 

| 3 1 
(1-2) m—(1+ > 2) han [—~-2 | 

yh, mH = УВ, т 3 =——3 Yn: 

i? ty? 
(5.54) 

Таким образом, на любой итерации численный метод первого 
порядка характеризуется А-допустимой операторной функцией 
(5.8). Этим же свойством обладает любой из численных методов (5.41). 

Специальные одношаговые неявные приближенные методы смешан- 
ных типов устойчивости. Рассмотрим обоснование неявных одно- 
шаговых приближенных методов решения задачи Коши (4.45), (4.46), 
обладающих следующими свойствами: 

а) максимальной информацией в предыдущем узле интегриро- 
вания Х,, 
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6) [.-устойчивостью, приближенных методов нечетных порядков 
точности и —А-устойчивостью — четных; 

в) вложенностью. | 
Исходя из этого, в качестве приближенных методов первого и 

второго порядков точности примем методы (5.9) и (5.12) вида 

Yost = Yn + Of (Yai), (5.55) 

cu (y) = = МА, (4) — №1} (5.56) 
Уп = Ул + 001 (ИН), (5.57) 

ал (у) = ИА, + 2%, (У) (5.58) 
Если использовать больший объем входной информации, то мож- 

но построить неявные приближенные методы второго порядка точ- 
ности любых типов устойчивости. Например, вложенными относи- 
тельно приближенных методов третьего порядка (5.22), (5.23) явля- 
ются следующие Г-устойчивые приближенные методы второго 
порядка точности: 

Уп = Ул + Ши (Уп), (5.59) 

Уп = Yn Е Шер (Yat), (5.60) 
где 

1 ще (y) = ho 155, — 64%, (9) + 1084, (9) — 27% (Ир, (5.61) 

Шор (у) = = [21k, — 16k, (y) + 36k, (y) — 9k, (y,)I, (5.62) 

которые характеризуются соответственно [-допустимыми оператор- 
ными функциями 

  

  

Ору (2) = — _ (5.63) 
г -- — 22 

1 

ie? . 
l —- > 2 + — 22 

Заметим, что здесь #; (у) определяется соотношением (5.23), а 

4 
Rs (Yn) = Af (Yn > в) (5.65) 

Следует отметить, что использование (5.23) и (5.65) в совокупности 
с А. (и) и Е не позволяет получить неявного приближенного метода 
третьего порядка точности, обладающего свойством [-устойчивости. 
Поэтому в качестве неявных приближенных методов первого и второго 
порядков точности в дальнейшем нами рассматриваются методы вида 
(5.55) и (5.57). Построим для них одношаговый неявный приближенный 
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метод третьего порядка точности. Для этого пусть заданы величины 

в. = ВР (И), (5.66) 

Re (y) = Af ly, + = (Y + Yn)| >» _ (5.67) 

ks (y) = ВРУ - сз (у — ип) - азк, - В. (у), (5.68) 

Rg (Yn) = Af [Yn + (@3 + 55) Ail, (5.69) 

где сз, аз, 63 — параметры, которые следует определить. Очевидно, 
что 

в) = ВР а 4 амер SL + onag (SL 7) +09), (5.70) 

| hy Yn) = hf + (a—e,) SE + ас вре +09, 6.71) 
где 

3 | 
а = с3 + аз + bs, b= > Ё + > , . (5.72а) 

Пусть задачей является построение и обоснование одношагового 
Г.-устойчивого неявного приближенного метода третьего порядка 
ТОЧНОСТИ 

Уп = Уи - 631 (Ул), (5.796) 
где - | 

4 

а) вуз (у) = 1 + > 1,1, (9), (5 73) 
6) ¥:—V4 — параметры. 

Очевидно, что условие согласованности метода (5.72) по третьему 
порядку точности можно записать в виде системы уравнений: 

3 1 
1 + у Е Уз ++ У = 1, FT Ve Е а\з + (@ — сз) V4 = > 

9 I 1 1 3 1 
9 Ра 5 @— Ya = Go |e t OVs = | - (5.74) 

По отношению к модельному уравнению (4.41) метод (5.726) ха- 
рактеризуется операторной функцией 

  

] I 
1 — 2| t+ Trt ll — 63) 9+ 94/4 2 (&+ = bs) to + (а — сз) Yq 

D(z) = 3 3 
I+ 2 (+ Ye + cat) = уз? 

Исходя из условий устойчивости, основные параметры в (5.72а) 
следует принять такими, чтобы 

3 1 

4 №? + Сзуз > 0, бу < 0, (a, + TT в.) уз -Е (@ — сз) у. =0. 
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С учетом этих условий и связей (5.71) получено следующее решение 
системы уравнений (5.74): 

о > 4 Г. 
WE yp: wap: wz, wW=9, 

1 20 
a= Ba Gr Bam = 

Следовательно, приближенный метод третьего порядка точности 
определяется из соотношения 

a3] (Y) = -- [2k, + 4, (y) + 3h (у), (5.75) 

где | 
| | 1 2 ть], (5.76) 

Rs (Yn) = Af (и -- é,] (5.77) 
Приближенный метод (5.72), (5.75) — (5.77) характеризуется следую- 
щей [-допустимой операторной функцией: 

| 
|— — 2 

3 
Dixy (2) = 5 —. | (5.78) 

зы? 
  

Отметим, что в рассматриваемом res 

ks (y) = hf + PS +e hPa 5 tara 

  

— at asp (2 Г) — ae nip aL 4 Я + 0 (h). (5.79) 

Аналогично неявный ,иближенный метод четвертого порядка точ- 
ности, обладающий свойством вложенности, находим в виде 

Yn = Yn Е 64] (У), (5.80) 

C4 (Y) = YR, + Yoko (Y) + Vas (Y) + Vaka(y) + Y5k3 (Yn), (5.81) 

Ка (У) = ВИ + Ca(Y — Yn) аа, -- baka (Y) + das (y)]. (5.82) 
Очевидно, что 

са (У — 9.) Е ацй Е Вы, (9) + dubs (y) = ahf + nef св (=) + 

где 

+ dnp Г +0, _ (5.83) 
где 

3 
а=са а + 4-4, b= > а 

1 3 1 9 I 
с = 6 “ + 80, | d= -6 (4 + = 64 + 3 dy. | (5.84) 

95:



Учитывая (5.83) и (5.84), находим, что 

ен ны Ев 
  м ый р пе (5.85)      

ау я 
где 

а= с. + аа + + 4, =, + by +> 

1 3 | 
С= 5-4 + 56, d d= ab+ (4 са = И (5.86) 

Тогда условия согласованности неявного приближенного метода 
(5.80) по четвертому порядку точности записываются в виде 

а УЕ № = li, 
3 ] ] 
щит там — > Vs = > 

N
O
]
 
—
 

9 1 1 о I 
a7 Ve Fe Vs ty UV tee SH 32 8 2 8 6 (5.87) 

9 I 1 И 
og Vet ag Ys Fe OV ag Ye = OP 

3 1 
8 Е би =, 

13 I ] 1 | 

“gy Ye gg Va Va = 5, в 8—9 Pah Me = oP 
Условия разрешимости системы уравнений (5.86) можно записать 

в виде равенства 6 -- с = 44 — 406. Его выполнение приводит к 

требованию выполнения следующего соотношения: (2 _ > а) Yo — 

11 2 5 
= я — 34. Отсюда, полагая а = 1, находим, что YY, = >: Тогда 

из первых четырех уравнений системы (5.87) определяем: 

_ 49 _ 7 _ it _ 5 
Wag Va в’ Ма’ № ам. 

Далее, из последних трех уравнений системы (5.87) находим 

9 129 
b= 6, C= 7? d= —6_ 

Полученные значения параметров позволяют определить следую- 

щее семейство решений системы уравнений (5.86): 

| 27 9 3 3 
a=—ll+ >, са = 5—6, d=— z+ 7% 

Последнее позволяет получать устойчивости различных типов Для 

неявных одношаговых приближенных методов ‘четвертого порядка 
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ТОЧНОСТИ: 

око (9) — таг 9% - 804, (4) + 21%, (4) — №) — 5%, (4,). 6.88 
Нетрудно убедиться, что от выбора параметров Cy, Ay, 4: и 6, а точ- 
нее — от выбора последнего из них, зависит точность изучаемых 
методов. Действительно, полагая 6, = 6, определяем. с. = 0, а. = 
= —вВи 4, = 5, т.е. . 

ky (y) = Af [Y, — 8k, + 8, (y) + 3R (y)I. _ (5.89) 

_ Неявный приближенный метод (5.80), (5.83), (5.89) характеризу- 
ется А-допустимой операторной функцией 

7 
1 — 

Diy (2) = 5 16 (5.90) 
—___ — 72 —_ 

Ir tas 

    

  

Если положить В. = 2, то с. = 9, а. = —10, 4. = 0, т. е. 

Ry (y) = hf (Yn + 9(y — Un) — 10k, + 2k, (1. 

Нетрудно убедиться, что эти методы являются А-устойчивыми. 
Учитывая изложенное выше, рассмотрим одношаговые итера- 

ционные численные методы вида 
и , | 

of m1 = yh mb md ПИ Fn = и) — (5.91) 
, — “hy . b ° 

re Ya, ” = fp] Мп + ua ee т) 
  I+ 

re k(k = 1, 4) — порядок точности численного метода; т (т = 

= 0, |, 2, 2 итерационный индекс; ye 1,0 = y, (k= 1,4); выра- 

жения для Ore) (y) (Е = 1, 1, 4) задаются соответственно соотноше- 
ниями (5.56), (5. ey (5.75) и (5.88). 

Отметим, что численные методы $54 используются в качестве 
первых итераций на шаге для численных методов (5. 91): Свойства 
численных методов (5.91) полностью аналогичны свойствам числен- 
ных метедов (5.41) и справедливы теоремы типа 5.1—5.2. 7 

Численные методы (5.91) характеризуются также ‘тем, что 
[-устойчивые численные методы первого и третьего порядков :сочета- 
ются с А-устойчивыми численными методами второго и четвертого 
порядков. Это позволяет расширить области их ‘применения. © помо- 
щью этих методов можно решать плохо обусловленные, мягкие, 
жесткие, сильно жесткие и жестко осциллирующие задачи. Кроме 
того, они характеризуются вложенностью,. что позволяет эффективно 
реализовать их на ЭВМ. 

Все изложенные выше численные методы распространяются на 
системы уравнений покомпонентно или в случае болыших систем с 
помощью итерационной процедуры Зейделя. Важной характеристикой 
рассмотренных численных методов является применимость их | для 
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решения как нежестких, так и жестких задач с любыми восприни- 
маемыми ЭВМ степенями жесткости. 

Краткие сведения о программной реализации. и эксперименталь- 
ных исследованиях численных методов следующие. 

Численные методы (4.41) и (5.91) реализованы в программных 
модулях ИДРК-В и ИДРК-В-АЛ на алгоритмическом языке БЭЙСИК 
применительно к малым ЭВМ. 

С помощью указанных выше программных модулей произведены 
экспериментальные исследования на тестовых и прикладных задачах, 
в частности, рассмотрены некоторые химические задачи. Проведен- 
ные численные эксперименты показали, что полученные результаты 
таковы: 

а) по точности адекватны получаемым с помошью известной про- 
граммы ЗТ[ЕЕ с использованием численных методов Гира до шес- 
того порядка точности включительно; 

6) по количеству шагов на интервале фиксированной длины луч- 
ше, чем полученные при тех же условиях с помощью программы 
EPISODE. 

Отметим также, что известная программа ЕРТЗОРЕ, в которой 
запрограммированы численные методы Гира до шестого порядка 
включительно при небольшом количестве шагов интегрирования, при- 
водит к ненадежным результатам по точности. 

Сделанные выводы следуют из результатов, приведенных в табл. 2 
и табл. 3. Результаты вычислительного эксперимента приводятся 
для теста № | (см. систему уравнений (4.42) и для теста № 2 
именуемого тестом Н. Н. Калиткина [3], которые имеют точное ре- 
шение. Последнее повышает степень доверия к результатам и их 
качеству. Для наглядности приведем условие теста № 2 [3]. Система 
уравнений: 

и — Ноут, Yo = (Mo — By) Yr + (Ma + V1) Yo — VY, 

уз = (№ — и, — %,) у: - 2%, 95 - (Ha — V4) Ys» 

Ys = (bo — By — Vy) Ya + 2V,Yo + (By — Vy — By) Ys + (Me + V2) Ys — Voss 

ув = (Ly — Py — Vy) Yy + 20H. + (My — Vy — Be — Ve) Ys + 

+ 2VoY4 + (Me — Vo) %ь. 

При начальных условиях и, (0) = из (0) и yy (0) = Ys (0) запись 
точного решения возможна в виде 

и (х) = и, (0) 2”, у, (х) = и, (Х) + [ye 0) — y, (0)] e*™* cos 1х, 

ys 2) = 41 (x) + VE lye) —y, (Oe sin (v,x-+ +), 
Ya (X) = Ys (x) + [Y4 (0) — и. (0)] е"*” с0$ VoX, 

Ws (8) = ys (2) + V2 Lys 0) — 42 Oe sin (vax + 4). 
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Таблица 

  

  

УП ДУ 

Задание №2 (мягкие задачи; х == 1} 

ЕО =1Е — 2 й = 0,266896 Е 1 =3 

0,135335 0,135331 0,451924 Е 5 
0,869682 0,869682 0,305489 E—6 
2,01336 2,01337 —0,355771 E—5 
1,70468 1,71422 —0,559306 E—2 
1,50455 1,5033 0,827013 E—3 

Шагов 35 Макс. шаг 0,686188 — 1 Время 20,8 с | 

Задание № 4а (жесткая задача), ЕО=1Е— 2 

x= | h = 0,354692 k=3 

0 0,931338 E—6 —0,931338 E—6 
0,198766 0,197379 0,138663 E—2 
0,508326 0,51421 / —0,588422 E—2 
0,508326 0,51436 —0,603356 E—2 
0,508326 0,51436 —0,603356 E—2 

Шагов 27 Макс. шаг 0,354602 Время 9,3 с | 

Задание №46 (жесткая задача). ЕО= 1Е—2 

x= 1 h = 0,1263368 k=3 

0 0,466444 E—8 —0,466444 E—8 
0,198766 0,198676 0,899676 E—4 
0,508326 0,508485 —0,158732 E—3 
0,508326 0,508515 —0,188853 E—3 
0,508326 0,508506 —0,180321 E—3 

Шагов 28 Макс. шаг 0,167541 Время 27,7 

Задание №4а (жесткая задача), ЕО=1Е—2 

x= | h = 0,192772 © k=4 

0 0,271674 E—10 —0,271675 E—10 
0,198766 0,198763 0,312711 Е 5 
0,508326 0,508394 —0,67534 Е—4 
0,508326 0,508394 —0,114563 E—3. 
0,508326 0,50544 1 —0,114564 E—3 

Шагов 24 Макс. шаг 0,212098 Время 15,4 _ 

Задание №4а (жесткая задача), ЕО=1 Е — 4 

x= | h = 0,470529 E—1 Е =4 

0 —0,438617 E—20 0,438617 E—20 
0, 198766 0,198765 0,930254 E—6 
0,508326 0,508325 0,923616 E—6 
0,508326 0,508308 0,176607 E—4 
0,508326 0,508308 0,176607 E—4 

Шагов 59 Макс. шаг 0,195109 Время 35,8 . oe 
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Задание № 46 (жесткая задача), ЕО=1 Е—2 

х =! в = 0,413367 Е [1 Е =3 

0 —0,345469 E—6 0,345469 E—6 
0,198766 0,196249 0,251725 E—2 
0,508326 0,516415 —0,808885 E—2 
0,508326 0,51637 —0,80437 E—2 
0,508 326 0,516412 —0,808605 Е 2 

Шагов 28 Макс. шаг 0,475546 Время 10,2 

Примечание. Тест № 2, программа ИДРК-В-А; ЭВМ СМ-4; НО = ] 8—5, оценка точ- 
ности на шаге — комбинированная. УТ, УП, ДУ — то же, что в табл. 2. 

  

    

Таблица 4 

УТ | УП | ДУ 

x=! h=0,0323795 k== 4 

0, 18394 0,183938 0,215239 E—5 
0,18394 0,183938 0,215242 E—5 

Шагов 34 Макс. шаг 0,246627 Время 12,3 с 

x=10 h=3,54019 k=3 

0,227 E—4 | 0,139185 Е—З —0,116485 E—3 
0,227 E—4 0,139184 E—3 —0,116484 E—3 

Шагов 45 Макс. шаг 3,54019 Время 15,3 с 

x=100 h=7,46345 k=3 | 

0 —0,465986 Е—5 | 0,465986 E—6 
0 —0,465986 E—6 0,465986 E—6 

Шагов 58 Макс. шаг 34,7956 Время 18с 

х=1000 h= 156,433 k=3 

0 | 0,39898 E—6 | —0,398898 E—6 
0 0,398898 E—6 —0,398898 E—6 

Шагов 63 Макс. шаг 365,27 Время 18,8 с 

Примечание. Тест № 1; программа ИДРК-В; ЭВМ СМ-4; НО = 0,1/с; ЕО == 
=! Е—{; оценка точности на шаге — комбинированная. УТ, УП, ДУ — то же, что в табл. 2. 

Задания для тестирования (наборы начальных данных и пара- 
метров): 

№ 1 (плохо обусловленные системы): 

Ш = 10, ц,=5, в =4, v,=20n, v, = 100, 

У: (0) = 0,1; y,(0)=1; и, (0) = 0,5.



№ 2 (мягкие системы): 

Мо = — 2, м =|1 Шш=-—| v,=1, v,= 10, 

Y,(0)= 1; yg (0) = 1,5; и9.(0) = 2,5. 

№ 3 (быстро осциллирующие системы): 

Ш = — 2, Ш =|, и =— |1, v,=1, v, = 1000, 

у1 (0) = 0,5; у» (0) = 0,8; и. (0) = 2. 
№ 4а (жесткие системы): 

шо = — 100, wu, = — 1, u, = — 10°, v= l, Vv, = 10, 

y,(0)= 10, y,(0)=11, y,(0) = 111. 

№ 46 (жесткие системы) получаются из № 4а заменой v, = 1000. 
№ 5 (жестко осциллирующие системы): 

№ = — 10°, щ=1, № = —100, v,=1, м, = 1000, 

у: (0) = 100, и» (0) = 101, и, (0) = 201. 

Приведенные в табл. |—3 некоторые результаты эксперименталь- 
ных испытаний обоснованных численных методов свидетельствуют о 
их надежной работоспособности. Разработанные на их основе про- 
граммные модули ИДРК-В, ИДРК-В-А и другие успешно конкури- 
руют с известными программами для решения жестких обыкно- 
венных дифференциальных уравнений. Они дополнительно обладают 
свойством успешно решать как жесткие, так и нежесткие задачи. 

Программы типа ИДРК-В адаптированы к ЕС ЭВМ. Кроме того, 
программные модули типа ИДРК-В применялись при численном ис- 
следовании математических моделей в химической кинетике при 
наличии температурных режимов, которые вызывают появление 
осцилляций в поведении компонент решения и различных других 
эффектов. Однако основное преимущество обоснованных численных 
методов состоит в том, что они применимы при исследовании жестких 
задач с большими степенями жесткости. Поэтому они имеют перс- 
пективы применения в математическом моделировании.



ГЛАВА Il 

  

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

_С НЕГЛАДКОЙ ВХОДНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ 
_И ЗАДАЧА ВОССТАНОВЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ- 
СИГНАЛОВ ПО КОНЕЧНОМУ МНОЖЕСТВУ 
ДАННЫХ 

Многие задачи инженерной практики сводятся к решению 
линейных и нелинейных интегральных уравнений. Найти точное ре- 
шение таких уравнений в аналитической форме удается лишь в от- 
дельных случаях, поэтому не вызывает сомнений важность мето- 
дов приближенного решения интегральных уравнений. 

В данной главе рассмотрены интегральные уравнения второго 
рода с постоянными границами интегрирования. Для линейных 
и нелинейных уравнений выводятся условия, при которых решения 
уравнений принадлежат дробным соболевским пространствам. Для 
‘приближенного решения исходного уравнения получены разностные 
схемы путем специального усреднения ядра и правой части урав- 
нения. Доказана сходимость приближенного решения к точному в 
упомянутых выше пространствах при естественных требованиях 
гладкости ядра и правой части (для линейных уравнений) и подын- 
тегрального выражения (для нелинейных уравнений). 

Кроме того, рассмотрены задачи интерпретации наблюдений по 
неполным данным и задача восстановления функций-сигналов по ко- 
нечному множеству данных, а также некоторые вопросы интерполи- 
рования нелинейных операторов в функциональных пространствах. 

$ 1. Интерпретация результатов наблюдений 
по неполным данным 

1. Линейная модель наблюдений. Рассматривается задача 
интерпретации наблюдений поля (процесса, сигнала) u (x) € L, (DI, 
хер < Е", конечным множеством рецепторов (датчиков) с харак- 
теристиками направленности g, (x), k = 1, ..., n, [62, 63]. На выхо- 
дах рецепторов фиксируются компоненты данных наблюдений 

YU И, 
Ye= Sap (xulsydx, k=l, ..., 0, (1.1) 

D 

rie g, (x) uw u(x) — KOMMeKcHO3HauHble функции, g, (x) € C [DI], 
k= 1 т, и (х) СГ. Ш]. Задача интерпретации заключается 9 eoeey 

в восстановлении наблюдаемого поля и (х) по данным у, т. е. сводится 
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к решению системы интегральных уравнений Фредгольма первого 
рода (1.1), к решению конечной проблемы моментов. Наличие только 
конечного числа рецепторов, конечного количества данных для опре- 
деления континуума значения поля и (х) делает проблему Mo- 
ментов неполной, а поставленную задачу некорректной в ‘смысле 
Адамара вследствие бесконечного множества решений и их неустой- 
ЧИВОСТИ. 

‚ Большое . значение для практических приложений имеет задача 
восстановления точечных полей по данным от конечного множества 
рецепторов. При этом в математическом плане требуется использова- 
ние аналогов 6-функций Дирака, введенных впервые в науку в кван- 
тово-механических исследованиях. 

Для области р определим 6- функцию из равенства 

[ry 80— Dae =r, ECD, 

rie r(x) — любая непрерывная в О функция [38, с. 83]. Torna TO- 
yeuHoe moe, CocpeqOTOUeHHOe B TOUKaX x, R=], 2,...,N, с 
комплексными амплитудами А,, k = 1, 2, ..., N, MoKeT ObITb npez- 
ставлено в виде 

N 

u(x) = > A,8 (x — x;). 

Для описания поля, создаваемого материальными точками х, с комп- 
лексными амплитудами A,, используются приведенные выше ли- 
нейные непрерывные функционалы. Непрерывные функции г (x), 
хЕД являются основными для 6-функций. 

Если поле и (х) наблюдается рецептором с непрерывной характе- 
ристикой направленности 5 (х), хЕШ, то на выходе рецептора 
фиксируется значение 

N 

y= | g(xu(xydx =¥ Arg (%). 
D k=] 

В этом случае задача интерпретации сводится к отысканию № (числа 
точек), координат xX, и комплексных амплитуд A,, k = 1, 2, ..., N, 
т. е. к решению системы нелинейных уравнений с неизвестным числом 
неизвестных. Для решения этой задачи приходится разрабатывать 
свои методы, так как такого рода системы в классической математике 
не рассматривались. 

В данной работе всюду 6-функция в области О определяется 
приведенным выше формальным соотношением для любой непре- 
рывной функции г (х). Аналогично определяются производные 6% (х): 

| 8 (x8) r(x) dx =(— Ir, ECD, 
D 

для класса функций г (х), непрерывных в В со своими производными 
до порядка КЁ включительно. Часто используемые операторные соот- 

ношения, выражающие свойства 6-функций: 6 (—х) = 6 (х), 6 (сх) = 
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= |с|-16 (х), с — соп$4, хб (х) =0, 8 (х) + хб’ (х) = 0, а (х) 6 (х) = 

= а (0) 6 (х), | 5? (x) ах = с: (с, — произвольная постоянная) и дру- 
р 

гие понимаются в смысле данных выше определений, т.е. эти соот- 
ношения приобретают смысл только после интегрирования их с дос- 
таточно гладкими функциями. 

2. Задача восстановления функций-сигналов по конечному мно- 
жеству данных. Рассматривается класс сигналов [58], представ- 
ляемых формулой 

(2) = Вес, x)u(x)dx, z€G, (1.2) 
D 

re DEE", С < Е" — области значений хЕ Е" и 26 Е"; и (хЕ 
Е Г, [О] — комплекснозначная «спектральная функция» сигнала 
{ (2); & (2, х) — комплекснозначное ядро, определенное и непрерыв- 
нев G X D. 

Величину 

E; = \ |u(x)Pdx <0 (1.3) 
D 

назовем энергией сигнала f (2). 
Изучаются задача восстановления сигнала по конечному числу 

его значений у ,..., у, в точках 2, | =1,..., п), 2. СО: 

у = 1 (2), =, oeoe 9 п, 

которая эквивалентна задаче решения системы интегральных урав- 

нений 

yj =§ gle; xulx)dx, j=l, ..., 0, (1.4) 
D 

и задача восстановления сигнала по значениям } (2,;) и его производ- 
ных |9 (2,) в тех же или иных точках, эквивалентная системе интег- 
ральных уравнений 

[9 (2) = \ g? (z,, x)u(x)dx, qg,r=1, 2,... (1.5) 
D 

С помощью очевидных переобозначений системы (1.4) и (1.5) приво- 
дятся к системе (1.1). 

3. Псевдорешения и псевдообратные операторы. Перепишем систе- 
му (1.1) в операторной форме 

y = Gu, | (1.6) 

где С — линейный интегральный оператор вида 

Ц = | g(x)-dx:L, [21 —С", 
р 

80) = 8.9, ..., в Г. 
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Поскольку С не имеет обратного оператора, введем понятие псевдо- 
решения для уравнения (1.6) и псевдообратного оператора Ц к 
оператору С — Ч 1С" -— [., 

Функция и (х) Е Ё, ] называется псевдорешением уравнения 
(1.6), если она минимизирует невязку 

|Gu — y||—> inf, (1.7) 

и среди всех функций, минимизирующих эту невязку (1.7), имеет ми- 
нимальную норму |и(х)|. Оператор G-—:C*—>L, [DI], удовлет- 
воряющий равенству 

и (х) =G y, (1.8) 

называется псевдообратным. 
Поскольку система (1.1) всегда имеет бесчисленное множество 

решений, то невязка (1.7) достигает минимума на бесчисленном мно- 
жестве функций и (х). Именно поэтому для выбора псевдорешения 

и (х) нужно из бесчисленного множества и (х), минимизирующих 
(1.7), выбрать то, которое имеет минимальную норму Иа (х) |. 
° качестве норм |и (х) | будем выбирать HopMpr L,[D], L,I ID] u 

o ID] u различать псевдорешение Uy (х) по норме Г. [0], tl, (x) — 

по норме [1 [В] и the (х) — по норме  L. [О]. 

4. Псевдорешение и, (х) и псевдообратный оператор (<>. Для 

отыскания псевдорешения и». (х) рассмотрим множество К. (1) точек 
Св С“ с координатами 

C= (Cy oes бы), 

Go = аки (о ах, Е=1,..., М, 

при условии, что ° 

J [ww Рах= А. (1.9) 

Очевидно, множество К. (1) является выпуклым, замкнутым, огра- 
ниченным, центрально-симметричным. С целью отыскания его гра- 
ницы найдем вначале опорные гиперплоскости к К, (1), для чего 
рассмотрим цепочку неравенств 

Ум = Мы Bil ‘ae )dx|< 

«ле та вать 
Здесь В, — произвольные комплексные числа, определяющие нор- 
маль к гиперплоскости. Знак ‘равенства в рассмотренной цепочке 

Ке у Рьсь | = 
  

    

  
   

  

у BeBe (x) 
k=] 
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реализуется только функциями и (х) вида 

«в - (У fade on)(( 
D 

у Bee ( (*) 
k=]   

vax) ". (1.10) 
  

поэтому точка &, принадлежащая одновременно к множеству К. (1 
и опорной к нему гиперплоскости_ 

2 1/2 
ax) , | 

соответствует функции и (х) только вида (1.10). Отсюда следует усло- 
вие существования решения системы (1.1) на классе функций и (х) Е 
Е Г. [О], удовлетворяющих дополнительному условию (1.9): если 
ССК, (1), то система (1.1) имеет решение, при этом если ССОК, (1, 
то это решение единственное и только вида (1.10). Если же & @ К. (1, 
то система (1.1) не имеет решения, удовлетворяющего условию (1.9). 

Множества К. (1), соответствующие различным значениям J, 
гомотетичны с центром гомотетии в начале координат. Поэтому для 
любой точки и = (и, ..., у,)Т найдется [ такое, что у Е ОК. (1, и 
эта точка соответствует функции и (х) только вида 

u(x) = g* (x) d, | (1.11) 

где 4 = (4.,..., а.)Т — вектор-стол6ец, удовлетворяющий уравне- 
НИЮ | | 

у BeBe (X) 
k=! 

Re У Вы — ( 
k=l     

y = \ glx)g*(xddx. — (1.12) 
D 

Если ввести обозначение К = в (x) в* (х) ах, то уравнение (1.12) 
D 

мсжно переписать в виде 

Ка=у (1.13) 

и найти 4 = К-\у, если 4е К == 0. В противном случае, следует 
рассмотреть уравнение 

(К-а)а=иу, &“>0, а>0, (1.14) 

близкое к уравнению (1.13), и найти 4» = С +al)—'y. Тогда 

| la (x) = g* (x) (K + al) 

и псевдорешение системы Lp нмеет вид 

и (х) = lim g*(x)(K + al) у. (1.15) 

В существовании предела (1.15) можно убедиться, минимизируя функ- 
цнонал Лагранжа для задачи (1.7): 

¥ (u, a) = |y— | g (2) u(x) dx] tal Ju (x ) |? dx. 
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Норма найденного псевдорешения легко вычисляется: 

Е = | 1 (д) ид ах = lim J ws (x) g* (x) dx(K aly ty = 
D aus D 

= lim y*(K + al) y. (1.16) 

В заключение остается записать явное выражение для псевдо- 

обратного оператора (> к оператору С: 

Gy = lim g*(x)(K + al)". 
0-0 

5. Псевдорешение и (x) и псевдообратный оператор @—1. Для 

отыскания псевдорешения (И; (х) рассмотрим множество А, (1) 
точек @ вида | 

b= (g, u) = [] g(x) u(x) — 
D 

oe i 
    uy (x) — = Us (2) dx, (1.17) 

0 

re x= (X%,, %), g(x)€ W2(D), u(x)€ Wr (D), ШЕЕ (О), 
é= 0, 1, 2 mpuw условии, что 

(u, v) 
[м Ч = sup Teh, Ss" (1.18) 

veW(D) М) 

При определении билинейной формы (2, и) использовалось то, что 

всякий элемент и из №" (р) может быть представлен (не единствен- 
ным образом) в виде 

и= У ОРи, ш Г, (О). (1.19) 
|р|<т 

Нетрудно убедиться, что множество К; (1) выпукло, замкнуто и 
обладает центральной симметрией. Для построения опорных гипер- 
плоскостей рассмотрим цепочку неравенств 

Ке У Весь | 5 у Вс» | = 
  

    

    
< у Page |= 

(х) | [и wo) S 
wh) 1 WD)   

        

    

l У BeBe (%) 
k=! 

  

    

Здесь использовано обобщенное неравенство Коши — Буняковского. 
Нетрудно убедиться, что в предыдущей цепочке неравенств знак 

равенства реализуется только функциями вида 
    

  u(x) = у жк (х) — <3 У т Вы (x) € Wz! (D). (1.20) 
1 k=l 
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Действительно, так как 

<; Pale > — | Ly BeBe (2) tt (2) — 5 (У BeBe 00) u, (x) —   

  

д 
OX, (y, BeBe о) Us 09) dx, 

то, выбирая в качестве функций ци, (х) (1 = 0, 1, 2) в представлении 
(1.19) при т = | выражения вида 

  

  tg (X) = 43 Bike, ty (X) = — x 32 (У Выш» (9), 
==1 1 \k=l 
  

из (х) = —х a(S, BeBe 0) , 

rye 7 

% = 1/ 

        

у BeBe (x) 
=! W5(D) 

после несложных преобразований получаем 

ХУ BeBes “>= l у BeBe (x) 
k=1 k=1 

> 

WD) 

    

    

что и требовалось доказать. | 
Повторяя приведенные выше рассуждения для случая и (х) СЁ. (О), 
убеждаемся, что для любой точки и = (и. ‚,..., и,)Т найдется наимень- 
шее значение / такое, что у Е ОК! (1, и эта точка соответствует функ- 
ции u(x) только вида 

и (х) = а* (ха, 
где 

  G(x) -[< (x) — Se) _ Pee) jews (5), а 9 2 Ox; дхо 

есть векторы-столбцы с компонентами 

ees) _ FBR) 1 12, ., 

  

  

Ep (x) — ax? ax? у nh 

соответственно. Вектор 4 является решением уравнения 

_ _ др (х) , dg (x) y= (ew = {le + SO + 8 | x 
Og (x) dg (x) |* x |e) + Е el | daz. (1.21) 

Здесь £ = (21, Bes) +++» Bn) вектор-столбцы. 
Если ввести обозначение K = [Ji j=, 
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где 

  

OX, OX 

д д д Og ; (x) bey = [ery + BO OV gy 4 SO 4 EE | ae, } | 
то уравнение (1.21) можно переписать в виде 

Ка =. (1.22) 

Таким образом, мы пришли к ситуации, рассмотренной ранее, когда 
и (х) ЕЁ. (О). Поэтому нетрудно убедиться, что остаются в силе все 
рассуждения по поводу построения нормального псевдорешения 
уравнения (1.22), которое будет иметь вид 

wy (x) = g* (x) Gry (1.23) 
1 

с нормой Е“ = {и/*О(—1у} *°. Здесь С, — оператор, псевдообратный 
к оператору С из (1.22). Для нахождения устойчивого псевдообрат- 
ного решения можно применить ту же регуляризацию, которая приме- 
нялась ранее. 

Замечание. Изложенные результаты легко распространяются на 

случай и (х) 6 №" (0), где т — натуральное число. Это значительно 
расширяет класс полей, включая и 0-образные, что особенно важно 
на практике. 
Среди псевдорешений (1.23) содержатся (т > 2) псевдорешения 
вида 

a J 

u(x) = x A 6 (x — x;), 

rae J, Aj, x; удовлетворяют системе уравнений 

Y dels = y 
=} 

6. Псевдорешение и. (5х) и псевдообратный оператор С@». Для 

отыскания псевдорешения \ц. (х) рассмотрим множество К» (1 
точек (1.17) при условии, что 

max lu(x)|<1. (1.24), 

Как К. (Ди К, (1, множество К» (1) выпуклое, замкнутое, ограни-. 
ченное и центрально-симметричное. Для построения его опорных ги-- 
перплоскостей рассмотрим цепочку неравенств 

ве) |< У в Т(У мена сэ ах| < 
D \k= 

< у < 

Знак равенства в этой цепочке неравенств реализуется только функ-- 
циями u(x) вида 

u(x) = Lexp |- iarg у 6.2, oa} | (1.25). 
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Уравнения опорных гиперплоскостей к К.» (1) имеют вид 
~ п п 

Ке У, Bro, = = 1 | У, BeBe (*) 
k=] D | k=! 

Поскольку граничные точки множества К.» (1) принадлежат одно- 
временно и опорным гиперплоскостям к множеству К. (1, то они 
<оответствуют только функциям и (х) вида (1.25) и имеют координаты 

bn = 1 im (x) exp |— fare У Pree | de =1,..., п. (1.26) 
р k=] 

dx. 
    

Отсюда очевидным образом следуют условия совместности систе- 
мы (1.1) на классе функции и (х) Е Г, [0], удовлетворяющих усло- 
вию (1.24): если СЕ К. (1), то система (1.1) имеет решение, при 
этом если СЕ ОК» (1), то ‘это решение единственное и только вида 
{1.25). Если же С@К». (1), то система (1.1) не имеет решения, удов- 
летворяющего условию (1.24). Параметры [В Е =1,... п, B 
{1.25) удовлетворяют системе уравнений 

п 

C= 1\ g(x) exp |- farg SY Bik, a) dx. (1.27) 
D k=] 

Отыскание решений системы (1.27) связано с определенными труда 
ностями и может быть найдено только численными методами [31, 33, 34]. 

Множества K. (1), соответствующие различным [ гомотетичны 
< центром гомотетии в начале координат. Поэтому для Любой точки 
уЕ С" найдется такое [, что у ОК. ([), и эта точка соответствует 
только функции и (х) вида (1.25) с параметрами [Ги В», удовлетво- 
ряющими системе уравнений (1.27). Отсюда следует, что система (1.1) 
имеет решение, минимизирующее норму и (х) из Ё.» Ю], только 

вида (1.25), поэтому псевдорешение и. (х) имеет только вид 

line (x) = [ехр]— Гагв \ Вибь (| , (1.28) 
=} 

где [и В,, Е =1,..., п (В, = 1) удовлетворяют системе *(1.27). 

Записать оператор С», псевдообратный к С, в явном виде не уда- 
ется. 

7. Методы определения параметров псевдорешений wu, (x) и и» (х). 
Задача отыскания решений системы (1.22) и (1.27) относится к 
числу труднейших задач’ современной математики и разрешима толь- 
ко численными методами. Для решения систем (1.22) создано боль- 
шое количество эвентуальных методов, пригодных для конкретных 
случаев, чрезвычайно важных в приложениях [34]. При создании 
общего подхода к решению систем (1.22) приходится сталкиваться, 
прежде всего, с задачей определения количества неизвестных. Затем 
нужно отделить корни и потом найти их с нужной точностью. Оста- 
новимся на одном достаточно общем подходе к решению систем (1.22), 
когда область ОР одномерна. 

112



Задача оценки количества М дельта-функций Дирака, координат 
$, и амплитуд А;, | =1,..., М, у функции 

N 

j=l 
решается анализом системы уравнений 

м ` 
у =У Ав, (8), ]=1,..., п, (1.30) 

j=! 
в предположении аналитичности характеристик направленности 

x(x) = У, Вых, 
В — (1.31) 

Bee == er (0), #=1,2,..., =... , п. 
Если разложение (1.31) подставить в (1.30) и ввести обозначения 

N . 

a,= SY А, #=0,1,..., (1.32) 
j=l 

то получится система уравнений 

: ео 

у, = У Bria,, Е =1, ...э П, (1.33) 
i=0 

с бесконечным количеством неизвестных. Считая, что М << п, и огра- 
ничиваясь в разложениях (1.31) первыми / членами, получаем усе- 
ченную систему (1.33), записанную в матричной форме 

у = Ва, (1.34) 

где а = [@%, ат, ...› aj)’, Y= [ут ...у у], В = [Вей и ее псевдо- 

решение по норме из J, 

а = lim B* (BB* + al)" y. (1.35) 
a»+0 

Здесь В* — матрица, эрмитово-сопряженная с матрицей В; [— 
единичная матрица размера п х п. 

Компоненты найденного вектора а позволяют оценить значение 
№ и найти грубые оценки координат §, | =1,..., М. С этой 
целью строится матрица 

Ч а Ag... 

a а аз... Н=| * *? 3 (1.36) 
Qo Gy @4... | 

и отыскивается ее ранг. Любой минор матрицы Н порядка, боль- 
шего М, равен нулю, так как согласно (1.32) раскладывается на сум- 
му определителей, каждый из которых имеет по крайней мере два 
одинаковых столбца (число различных &, равно М, а порядок опре- 
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делителя больше М). В. то же время главный ‘минор матрицы A 

Qo Q, «+ AN-1 \ 

М. = ве! | @ 9 | АД... Ан | ©8560, 
со ооо о о я 1<1<2 

Qn—1 Qn ... Qon-1 

поэтому ранг матрицы ЯН совпадает со значением М. 
Вследствие того что`оценки вектора а получены усечением рядов 

(1.31), т. е. внесением погрешностей, при вычислении ранга матрицы 
Н приходится сталкиваться с серьезными трудностями. Для преодо- 
ления этих трудностей целесообразно найти собственные значения 
матрцы Н и расположить их в порядке убывания. Если бы не 
было усечения рядов, то число отличных от нуля собственных зна- 
чений равнялось бы №. Поскольку элементы матрицы Н вычислены 
с погрешностями, то для определения № следует установить некото- 
рый порог, чтобы пренебречь собственными значениями ниже этого 
порога. Этот порог устанавливается в ходе вычислительного экспери- 
мента. 

Когда значение WN установлено, нетрудно найти грубые оценки 
о. 

координат &, — величины &, |] =|,..., М, которые являются нулями 
многочлена: 

Qo Q, eee QN—1 1 

a, a, ... AN Е | 0. (1.37) 

ам ам ... ам № 
о 0 

Найденные таким образом оценки &; можно уточнить, если предполо- 
жить аналитичность характеристик направленности д, (х) в окрест- 

ностях точек Ё,, т. е. если предположить справедливость разложений 
со Og 

Bp (Xj) = У Orig (X; — 81), (1.38) 
g=0 

1 . 
nig = 49 (Ej), k=1,...,n, f=l,..., NM, g=0, 1, 2,... 

Если в разложениях (1.38) ограничиться @ членами (© > 1), то си- 
стема (1.30) может быть преобразована к виду 

Ув = у у On jgA jAX}, kR=1,..., A, 
j=! g=0 

Ax, =x,—§&, fol, ..., N, 
или, после введения обозначений 

2 = А, АМ, [=1,..., М, 9=0, ..., Ч, 

К виду 0 | 

У On jgZ jgs k= l, coe, Мо (1.39) 

q= 
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Если ввести блочные матрицы 

= 12:2... 12, 
Z,= р, 2, (бы, =... М, 

iy eee Qin 

a=]. о. . 53 

Onl «2+ Ann 

On; = [ejo, Kejls see О R=, ...,n, J=l,..., N, 

то систему (1.39) можно переписать в виде 

= al (1.40) 

и найти ее псевдорешение | 

Z =lima* (wa* + wl) y. (1.41) 
@-+0 

^ ^. 

Зная 0, а следовательно, Пи, 9 = 0,1, ..., 9, нетрудно найти А; = 

— Ду и поправки координат 
aA a A 

Ax, =| Sit fe 4 fie | 
Q ^ A ^ 

юн 2—1 
поэтому уточненные координаты можно записать в виде 

Е Ах, ]=1,..., М. (1.42) 

Далее, приняв в качестве отправной точку ЕС) ‚ с помощью итера- 
ции можно построить серию дальнейших уточнений координат по 
описанному алгоритму, пока значение Ах, не станет пренебрежимо 
малым. 

8. Итерационные методы решения нелинейных систем. Класси- 
ческие итерационные методы решения нелинейных алгебраических 
и трансцендентных систем ориентированы на нормальные системы, 
когда число неизвестных совпадает с числом уравнений с невырожден- 
ными якобианами. Системы для определения параметров квазиреше- 
ний зачастую не удовлетворяют этим условиям, поэтому возникает 
необходимость в создании новых итерационных методов, обладающих 
высокой скоростью сходимости, ориентированных не на нормальные 
системы, а на произвольные, и не требующих невырожденности яко- 
бианов системы [39, 34]. 

Рассмотрим задачу отыскания решения х* системы нелинейных 
уравнений вида 

F(x) =0, © (1.43) 

rae F (x) — п-мерная вектор-функция т-мерной переменной х(х = 
= [х1,..., хи, F(x) = IF, (x), ..., F, (x)]7. Предполагается, что 
оператор А (Co): Ет — Еп дифференцируем в смысле Фреше нужное 
число раз и что система (1.43) имеет единственное решение . х* в неко- 
торой области |х —х* | < и, n > 0. 
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Результаты работы [34] с помощью псевдообратных матриц и 
квазирешений линейных систем допускают обобщение на случай т => п 
и вырождение якобиана отображения х-+ Р (х). Для этого систему 
(1.43) преобразуем к виду 

х=х- |4 А,- -.. + Ч» Ав] Е (Х). (1.44) 

Здесь матрицы-функции 

Y= 8, (x) = (Wier T=, К, 
своими элементами имеют функции т переменных, дифференцируе- 

мых ([-1) раз в смысле Фреше; А, = [ал — числовые 
матрицы, выбираемые для каждого шага итерационной процедуры 
так, чтобы все производные Фреше до [-го порядка включительно 
оператора 

@ (x) =x + [WA + +++ + ¥RArl F(x) 
обращались в нуль в точках хо, ..., х\, ... последовательных приближе- 
ний к решению х*: 

ФО (=) =0, 1[=1..., 3 №=0, 1... (1.45) 
Выбирая Ч4’,, А, и область |х — х* | < 1, следует проследить, 

чтобы Ф@ (х) существовали в этой области и были равномерно непре- 
рывными в ней. 

Очевидно, оператор Ф (х) изменяется от точки x* к точке хН 
так, что выполняются равенства (1.45). Причем для построения этого 
оператора в каждой точке х,, А = 0, 1,..., приходится находить 

квазирешения [34] линейных относительно а систем уравнений, 
вообще, с прямоугольными и плохо обусловленными матрицами. 

Среди решений системы (1.44) содержатся и решения системы 
(1.43). Если начальное приближение хб выбрано в достаточно малой 
окрестности искомого решения х*, то в силу непрерывности по рас- 
сматриваемой норме оператора ф’ (x) и равенств (1. 45) уравнение 

х = Ф (х) 

будет иметь единственное решение в этой окрестности и последователь- 
ные приближения 

xT! = M(x), г=0, 1, ..., (1.46) 

будут. сходиться к нему. 
‚ Скорость сходимости последовательных _приближений можно оце- 

НИТЬ следующим образом. Поскольку x* = @M(x*)u xt! = @ (x), 

ee xr +l — х* = Ф (х') — Ф (х*.. 

По формуле Тейлора для оператора: Ф (х) получается 

J (x*) = M(x") + Ф’ (5х7) (*— > +> ‚ Ф” (х) (x* — x’, x — x") + see 

‚ + Lp (xt) (x*— xT, 2.6, xX¥— x") + w(x", x*— ¥), 
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где 

oo (x", x* — x) = Oj x*#— x7 |). 
Поэтому, Учитывая равенства (1.45), нетрудно получить, что 

ПН — |= 0 (|х* —х myrrh, 

Следовательно, процедура (1.46) является итерационным методом 
(L + 1)-ro порядка, скорость сходимости которого иногда, как показы- 
вает вычислительный эксперимент, существенно зависит от выбора 
матриц Ч, (х), ] =1,..., К. Однако решение вариационной задачи 
оптимального выбора +, (0), 1 =1,..., Ю, даже для одномерной зада- 
чи приводит’ к серьезным трудностям. 

Отметим некоторые частные случаи, естественным образом обоб- 
шающие классический метод касательных (Ньютона), касательных ги- 
пербол (Салехова), касательных парабол (Чебышева) и др. 

Пусть Ё = 1, 4, = [., где /[„ — единичная матрица т х т, и 

A, = [ее 

Тогда система (1.45) принимает вид 

OF А, у (х) = —[», | 

где y(x) = Sy — aKobuaH системы (1.43). Ее псевдорешение имеет 

ВИД 

A, = — lim (y* (x) y (x) + alm) y* (x), (1.47) 

где y* (x) — матрица, эрмитово-сопряженная с якобиевой матрицей, 
и итерационная процедура, являющаяся обобщением процедуры Нью- 
тона, реализуется алгоритмом 

нах — Ш (у) Ни) у") Е), г=0,12, ... 
(1.48) 

В случае т = п (система (1.43) нормальна) и 44 и (х/) = 0 равенство 
(1.48) превращается в итерационную процедуру Ньютона 

xitl = xf — y (x) F(x’), r=0, 1,2, ... (1.49) 

Итерационная процедура (1.48) дает возможность «весовой» обра- 
ботки уравнений системы (1.43) для отыскания ее решения, если эта 
система несовместна. Достаточно каждому уравнению системы в ка- 
честве множителя приписать вес Р; >0, 1=1,..., п, который ха- 
рактеризует достоверность информации в 1-м ‘уравнении. Иллю- 
стрируем это на примере решения системы уравнений 

x? + y?7—2=0, 

xy—1=0, | (1.50) 

x—2y=0, 

приписывая уравнениям Beca P,, Р., Р.. В зависимости от значений 
Р., Ри Р. меняется решение системы (табл. 5). Чем выше вес урав- 
нения, тем ближе к соответствующей кривой решение. 
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Таблица 5 
  

  

P, P, Р. x y 

0,1 0,1. 10 1,28653346 0,643270059 
1 1 0 1000006053 0,9999939468 
100 100 l 1,034462036 0,69480097427 
1 10 10 1,403524635 0,7042038988 
10 0 1 1,26491 1064 0,6324555320 
10 1 10 1,26501 2001 0,632884 1578 
10 10 10 1,272981370 0,6647237235 
0 1 100 1,405869808 0,7029351522 
5 2 4 1,26518258 0,6414251034 
4 5 4 1,276232149 0,6767328308 
1 1 10 1,28637 7557 0,6435208802 
0 1 2 1,414213597 0,7071067984         

Подробное обобщение методов касательных гипербол и касатель- 
ных парабол приведено в работе [34]. | 

9. Оценка погрешности восстановления функций-сигналов по ко- 
нечному множеству данных. Рассмотрим задачу оценки погрешности 
восстановления функции-сигнала (см. формулу (1.2)) по отсчетам 
у, ..., Ип В точках а;,..., а, функциями 

folz) = | gz, 2), (x) dx = 
D 

= lim | g(z, x) gt (x) dx (K + aly y = lim b* (2) (K + al)'y, (1.51) 
00 Г) и-—0 

где 6* (2) = \ g (z, x) g* (x) dx — вектор-строка базисных функ- 
D 

ций. При этом будем предполагать, что восстанавливаемая функция- 
сигнал | (2) обладает энергией 

Е; > Е, = Шт у* (К + а/) у. 
и -0 

При Е, = Е, задача восстановления имеет единственное решение 
(1.51), при Е; < Е, задача восстановления решений не имеет. При 
Е, > Е, (Е; < Ё) задача восстановления имеет бесчисленное мно- 
жество решений, поэтому возникает вопрос о возможной погреш- 
ности в Точке 2 от замены } (2) функцией [ (2) вида (1.51), т. е. 
вопрос об оценке значения 

y= max |f(2)—fyl2), 2€6. (1.52) 
Nz),Es<i 

Для оценки (1.52) в предположении Е, < Е; < Ё найдем множество 
значений в точке 2 функций [ (2) вида (1.2), интерполирующих значе- 
ния и, ..., Ул В ТОЧКах 21, ..., 2.. Это множество определяется нера- 
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венством ОИ —— 

"Koo —|f (2) ? Kor — wif (2)... Ки — Inf (2) 

Kio — Wil (2) PKy,—l yy |? «6. PRin— Inti >0, (1.53) 

РК no — и! (2) РКа —YiYn vee Pan — [Yn р 
где ` 

Ко = (&(2. 08,04 Кь=Ки= (в, 08@, 94 
D | De 

J=1,..., A. | 

Введем обозначение и = | (2) и разложим определитель в нера- 
венстве (1.52) на сумму 2"! определителей, так как каждый его 
столбец является суммой двух вектор-столбцов. Среди 2”"t! опре- 
делителей не более (п -- 2) их отличны от нуля — это те, которые 

имеют не более одного у-столбца, состоящего из элементов у;у;. 
Остальные определители обращаются в нули, поскольку содержат не 
менее двух у-столбцов, которые всегда коллинеарны. Сумма нужным 
образом упорядоченных (п -- 2) определителей с вынесенными за 
знак определителя множителями представляет собой разложение по 
элементам верхней строки определителя 

ги ини 
— Yo Koo Ko, eee Kon 

1" = [" у, Ку Ki; eee Kin |, 

Yn Kno Ka eee Kan 

и поэтому неравенство (1.52) эквивалентно неравенству $ > 0. 

- Используя тождество Сильвестра для миноров и, Yo, # и Koo 
взаимного с $3 определителя, получаем 

S = M (I?) M (Koo) —M (yo) M (Yo), 
что эквивалентно неравенству 

| Yo — К @) |< (2 — В (Ки — Ед), (1.54) 
где E, = lim q* (z) (K + al)~' 4 (2),. 

a—-0 

    

9 (2) = 19, (2), ..., 9% (2), 

д» (2) = Keo = \ g(z, x) g (z;, x) dx. 
D | о. 

Оценка (1.54) точна в том смысле, что существует функция | (2) 
вида (1.2) с энергией Е; = Й, которая в точках 2; принимает значе- 
ния у, | =|1,...П, и для которой 

и@—ь@|=ИЕ-ВИКь-Е, 266, | 
  

119.



эта функция соотвествует спектру вида 

u(x) = Aog (2, t) + 3 Аве) 
с выбранными надлежащим образом А,, | =0, 1, ..., п, и имеет вид 

[ (2) = АК + Xs AjKo;. 

Полученное неравенство для точной оценки погрешности восста- 
новления функций-сигналов по конечному числу отсчетов указывает 
на пути уменьшения погрешности. Первый путь связан с уменьше- 
нием диссипации (рассеяния) энергии Е; — Ро, второй — с выбором 
отсчетов 2, минимизирующих значение () (2, ..., 2.) = Koo — Fy. 

10. О погрешности решения задачи интерпретации. Оценим ве- 
личину 

| uy (x) — u(x) |, 
где 

i, (x) = limg* (x) (K Fal) y, 
a 

и(х) = | Е—Хи(® 4, у= | Фи. 
р р 

Используя неравенство Шварца, нетрудно получить 

\ lim g™ (x) (K + al) g (&) u (E) dE — 
р “> 

| uy (x) —u(x)| = 
  

— | 8e—xu( dk 
D   

< | [lim g* (9 (K + a)" @ — 
DB & 

-5€—Hllu@la<| { lim g* (x) (K + a)" g @)—8E-2) Pag] х 
D a+ 

x | |ш(ОР «| <I {him g* (x) (K+ al) K(K од — 
D a 

— 2 lim g* (x) (K + al)—'g (x) + C}, 

rae C = const, C= | 62 (Е — x) dé. 
р 

Если матрица К невырожденна, то 

|, (x) —u (x) |< ИС— 5*(®) К” (©). 
Отсюда следуют И интегральные оценки 

1-10) < ИС тез В — и, 
D 

| | ty (x) — u(x) P< PC? mes D — (2C — 1) trl ,}. 
D 
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Вопрос о вычислении произвольной постоянной С = | 62 (х — 
D 

— &) ах пока остается открытым. 

Точечной оценке | и» (х) — и (х)| можно придать иной вид: 

g* (x) K~'g (x) = trg* (x) Kg (x) = 
= tr (K~'& (x) g* (x) = ir (KK (x), 

где 

К (х) = & (х) в* (х). 
Если К = [ (ортонормальная система характеристик направлен- 

HOCTH), TO 

0) —ueol<ie—¥ jee]. 

11. Максимально-энтропийная интерпретация и  максимально-: 
энтропийное восстановление. Для простоты выкладок ограничимся 
случаем наблюдения вещественного неотрицательного поля u(x) > 
> 0, хЕР, рецепторами с вещественными характеристиками направ- 
ленности д, (х),  =1,... п, ХЕД. Рассмотрим задачу максимально- 
энтропийной интерпретации наблюдений по неполным данным, т.е. 
задачу отыскания решения системы (1.1), обладающего максимальной 
энтропией и максимизирующего функционал 

\ In u (x) dx — max (1.55) 
D 

при ограничениях 

\ u(x) u(x) dx — yp =0, k=1, в.» ПМ, и (х) > 0, хер. (1.56) 

D 

Иными словами, найдем решение системы (1.56) с максимумом 
неопределенности, с использованием всей априорной информации, 
содержащейся в (1.56), без каких-либо гипотез о поведении этого 
решения. 

Функционал Лагранжа для задачи (1.55) — (1.56) имеет вид 

6 (и, ^) = \ In u(x) dx + > я, | Op (xX) u(x) в ‚ (1.57} 
О = D 

где А, — множители Лагранжа, а его вариация по и (х) — 

bf = “(uw + En, ^) —& (и, A) = 

  

и (х) =e {| —_ x ARB о (x) dx Е О (=). (1.58) 
О 

Поскольку для экстремальной функции и (х) коэффициент при = 
должен быть равен нулю, а 1 (х) — произвольная функция, 
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получаем уравнение Эйлера для экстремали 
и 

= — У 2), и >06 и (х) 
  

или 

ИИ 

SY) BeBe (*) 
k=! 

где В, находят из системы уравнения 

u(x) = (1.59) 

Bp (x) 
я dx = yp, k= 1, 20 ПТ, 

—D YS Big; (x) 
j=l 

Tak, 4TOObI BbINOJIHANOCb HepaBeHCTBO u(x) >O0, xE€D. 
Если а, (х) — степенные или тригонометрические функции, то для 
неотрицательных на отрезках степенных и тригонометрических 
многочленов существуют специальные представления МЛукача и 
Рисса — Фейера, существенно упрощающие решение рассматривае- 
мой задачи. 

Если рассматривается задача о максимально-энтропийном восста- 
новлении сигналов 

f(z) = J g(z, x u(x) dx 

  

  

D 

по отсчетам 

fiz) =| gle, x)u(x)dx=y, fal, ..., 0, (1.60) 
D 

то целевой функционал имеет вид 

\ In | f (2) |? dx — max (1.61) 

при ограничениях | | 

Ug (zap x) u(x) dx — yp = 0. (1.62) 
D 

Функционал Лагранжа | 
2 

4 (и, ^) = | In \ g(z, x) u(x) dx| dz-+ 
G D 

LY hy | Е(еь Хи (в) dx — un), (163) 
k=\ D . 

его вариация 
046 (и, №) = &@ (и- ат, ^) —& (и) = 

= 2g (2, x) dx и | | и пы 

‘lI (ee, hu ae +S rater] neo х+0(5) (1.64)   
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позволяют получить уравнение Эйлера для экстремали 
п 

g (2, x) 7 | — — 4+ У м (em *) = 0. (1.65) 
J | в(, Би 4 iI 

D 

Можно рассмотреть еще одно максимально энтропийное, опти- 
мальное решение задачи восстановления, если воспользоваться 

неравенством 

  

1) —№@)< КЕ, — В (Ки — Ед!" (1.66) 
Функции (2) и [| (2) в точках 21, ..., г, принимают одни и те же 
значения и,.., у. В точке г функция [| (2) принимает значение из 
центра круга (1.66), а [(2) — любое значение из этого круга, не 
отдавая предпочтения ни одной точке. Поэтому можно считать 
распределение ] (2) по этому кругу равномерным (максимально-эн- 
тропийным). Центр этого круга является усредненным значени- 
em f (2). 

12. Оптимальная интерполяция и восстановление функций-сигналов 
по конечному множеству данных. Задачу восстановления функции- 
сигнала 

(2) = | в(2, ди(®ах, 266, (1.67) 
О 

рассмотрим как задачу оптимальной интерполяции. Здесь будем искать 
такую функцию (7, &, и — вещественные, у, =} (2), Е =1,..., п) 

M(x, Yr wees Yn) = AX ~ U(x), | 

чтобы соблюдалось равенство | 

2 (г) = | ва, x) A(x) dx  F2. 
О 

Для характеристики процесса восстановления (2) и и (х) введем 
величины 

г (2, 6) = зир|/ (г) — & (2) |, 

р (2) = шЁх (2, &), 260, 
T (2) == supr(z, &). 

гЕС 

Величина Т (4%) называется нормой погрешности г (2, #6) на мно- 
жестве значений 2 СС. Функции № (х) и %, (2) будем считать опти- 
мальным восстановлением, если 

р (2) = Е зир [1 (2) — #6 (2) | = #11 (2) — % (2) |, 

(2) = | 8 (2, x) dg (x) dx. 
р. 

Среди интерполирующих оптимальных функций 4% (2) для (1.67), 

когда |и (ХВ < Ри < |и| <, существуют линейные 
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относительно у, функции 

[6 (2) = х УьОь (2). 

Более того, - 

| _ p (2) = sup|f(2)| (1.88) 
при условии [(2.) =... ={(2,) = Ои 

n 

p (z) = sup} f(z) — Ss yeDe (2) |. | 
Кг) | k=] . 

Следовательно, для отыскания р (2) достаточно решить задачу 
математического программирования (1.68). 

При ограничении |и (х) ls < [Г эта задача совпадает с задачей, 
рассмотренной в п. 9, и поэтому можно написать 

|1 (2) < Р (ае К о) (ае (Ку), 

0 (z) = 1 (det [Ki;]o) *Аае К)“, 

Koo = \ ete, x) g(z,x)dx, Ко = Ку = &(2, x) g (2), x) dx. 
D 

Для отыскания ДО, (2), А =1,..., п, нужно найти 

фи» (&, 2) = sup f (2) 

и затем 

д , 
D, (2) — Pate 2   e=—0 

т. е. сначала найти 

зар] g (2, x) u(x) 4х 
D 

при ограничениях 

ее, х) и (х) ах = би, 1=1,..., П. 
О 

Из результатов п. 9 следует, что 

фь (в, 2) = fy (2) + (2? — Ey)? (Kop — Eq) 
где 

К (2) =" (2) К [бе], 

b(2) = | g(z, Dlg wha dx, 
D 

Е, = [бе аК" [бла] —= [Кол 27, 

Е = 6* (2) K~'b(2), 

fo (г) = 6* (2) Куслолбец®, 

т.е 

ее, 2) = eb* (2) Ke bonseu + (2 — 2 Кв) (Ки — (9 K7'b (2). 
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Таким образом, О, (2) = b* (2) Кеголбеи И 

(2) = У ры = "К, 
так как %% (2) =Д (2) и, где D (2) = 5* (2) К-". 

Следовательно, № (2) совпадает с восстановлением по и» (х). 
Аналогично решается задача с ограничениями на и (х) вида 

рэ ь a) bo SL. 

$ 2. Задача восстановления функций-сигналов 
и ее приложения _ 

Примеры. Восстановление поля в раскрыве антенны по 
данным поля в дальней зоне. Пусть Р.— раскрыв (апертура) антенны, 
и (х), хЕО — распределение поля в раскрыве, х = (х., х.)Т. Тогда 
поле | (2) в дальней зоне в точке 2 = (2, 2›)7Т связано с полем в рас- 
крыве Ш) соотношением | 

f (2) = { eu (x) dx. a (2.1) 
D 

Рассматривается задача восстановления поля u(x) B pacKpbiBe 
О по данным и, =} (2,), Е =|,..., И, которая сводится к задаче 
восстановления поля | 

a —1 

U(X) = g* (x) K™ Yes (2.2) 
i * . * i * 

—12]х  —120% —12пх gt (x) =[E Ve, «06, @ 

Имея в распоряжении восстановленное поле и (x) B pacKpbise, 
легко решить задачу интерполяции диаграммы направленности ан- 
тенны | 

f(z) = 6*(2, 2) К\'уь (2.3) 
где 

5* (г, 2) = [bi (z, D), ..., bn(z, D)), 

b(2, D) = \ "dx, R=1,..., 2, 
D 

где 6, (2, 2) — базисные функции для раскрыва О. Если D — mpa- 
моугольник |х, | <а, |х.| <, то 

п (21 — 2) а sin (2, — 28) b 
b, (2, D) = 4 : —,   

если )Р — параллелограмм, ограниченный прямыми х,‚ = +a, xX, = 
= kx, = +b, то 

т (2, — г) b sin l(z, — 2') + К (2. — 2) а 
b, (z, D) = 4 : 

2. — 2 (2: — zt) + R (2, —2) 

  

9 
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о 2 а если ВР — kpyr xi + x < а?, то 
aQ 

by (z, D) = 2n \ oto [р (2, — 21 Мо [6 (2, — 2) 

+ 2p № < 1" 9 [р (а, — A) Talo (22 — 2 ap, 

roe J,, (x) — функция Бесселя. 
Аналогично решается задача восстановления поля в раскрыве по 

значениям производных диаграммы направленности в точках 21, ... 
..., 21 [56, 60] и другие задачи синтеза линейных и плоских ан- 
rent " [59]. 

Плоская задача математической теории упругости. В ней рассмат- 
ривается задача восстановления внешних усилий на контуре 9) по 
напряжениям в фиксированных точках односвязной области О внут- 
ри простого замкнутого контура д). Напряжения Х,, У, и Х, в произ- 
вольной точке (х, у) ЕР выражаются [56а] через распределение нор- 
мальных М (1) и касательных Т (1) усилий на простом замкнутом кон- 
туре OG с помощью линейных интегральных операторов 

Х, (х, у) = | lon (x, ys ON) + т (х, у, ОТ (914 
oD 

¥,(x, 9) =| (owe, y ONO + Or (x, y OT lad, _ (2.4) 
oD 

X,(%, у) =) fon (x, y, ON) + or (x, у, 0Т (0144. 
oD 

Здесь фм (х, и, 0), 1рм (х, у, 0), On (x, У, t), pr (x,y, t), pr (x, y, f) Hor (x, 
у, #) — ядра операторов, определяемые первой основной плоской за- 
дачей теории упругости. 

Задача восстановления усилий М (1) и Т (1) по заданным 

x = X, (Xp, Yr), yi" = У, (Xz, Yn), x” = Xx (Xp, Yr), k= |, one y ПТ, 

сводится к отысканию квазирешения системы интегральных урав- 

нений 

и = -| [фл (хь уь 4) N (t) + фт (хь уь ОТ (01 аЬ 

У = | фу(хь уь ОМ (0 фт (хь уь ОТ (01а, 
oD 

X® = | fon (Xeyut) NO + 07 (tn Yn DT Ol dt, 
oD 

которую. в матричной форме можно переписать в виде 

(t) и- | [то | (2.5) 
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где 
= [Х®, х (1) x .. x”, x”, Хит, 

... Фм (Xp, уь И фм (Хь, ув Й юм (Хь у, ... 

= еее. еее 

... Фт (Хь Ys В tbr (Xp, Yr, от (xy Yrs в. 

Тогда псевдорешение типа и, (1) имеет вид 

где 

K = | GMa (dt. 
oD 

Аналогично, псевдорешение типа ц, (1) является линейной комбина- 
цией 6б-функций, количество О которых, координаты г, и амплитуды 

Я определяются системой уравнений 
i 

N (t) ГА, 

[то | Ув 969 ео j=l 

y = Ie |, 
В) j=l 

Работа [56а] посвящена исследованию экстремальных напряже- 
ний для полуплоскости и круга. Теми же методами решен класс экс- 
тремальных задач для кругового диска, подверженного действию со- 
средоточенных сил. 

Наконец, изложенными методами решена задача синтеза распре- 
деления внешней нагрузки при заданном поле напряжений для задач 
плоской теории упругости. В качестве примера в такой постановке 
рассмотрена задача для полуплоскости. 

Задачи теории оптимального управления. Финитное управление. 
Развитое направление в теории оптимального управления позволяет“ 
свести задачу синтеза систем оптимального управления к системе ин- 
тегральных уравнений вида 

( g(t)u(t)dt = y, (2.8): 
D 

где 

=»... И], EO) =lee OM a1 

и (0 = ш, (0, ..., ит (ОТ, 
а с»; (Г) — измеримые ограниченные на Д функции, не равные тожде-. 
ственно нулю, и () ЕЕ, 0}, 1 р= о. о 

Задача заключается в установлении условий существования: 
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оптимального управления и (1) (решения системы (2.8), если на 
искомое управление и (1) наложены дополнительные ограничения) и в 
его отыскании. 

В работе [55] доказано, что при ограничении 
2 

ОЗЁР 
на «полную энергию» управляющих воздействий задача разрешима тогда 
и только тогда, когда матрица 

М; = РК — уу" 
неотрицательно определена. Здесь 

К = \ g(t) g* (at, det K +4 0. 
р 

Если при этом хотя бы один главный минор этой матрицы равен нулю, 
то система (2.8) имеет единственное решение 

u(t) = =* Ку. _ (2.9) 
Если матрица М положительно определена, то система (2.8) имеет 

бесчисленное множество решений |и (1) р < В, и среди них решение 

u(t) = lim g* (t)(K + a/)— y, munumu3upyiomee Hopmy | u (A) |b. 
a- 

Если вместо |и (1 р < ЁР рассмотреть ограничение 

\ u* (t)a(t)u(t)dt< В, (2.10) 

roe a(t) = [аи (1, — симметрическая матрица, положительно 
определенная на Ш), то система (2.8) имеет решение тогда и только 
тогда, когда матрица | 

M, — 1?Q — yy", 

rye 

= | «дааа 
р 

неотрицательно определена. Если при этом хотя бы один главный 
минор этой матрицы обращается в нуль, то система (2.8) имеет единст- 
венное решение только вида | 

u(t) =a ()g* (Ry, (2.11) 
где 

R=\ g(tha gt (fat. 
D 

Если матрица М, положительно определена, то система (2.8) 
имеет бесчисленное множество решений, удовлетворяющих условию 
(2.10), и среди них решение 

u(t) = lima (0) 5" (0 (В +), 
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минимизирующее функционал 

y (u) = \ ut (a (fu (at. 
D 

Практический интерес представляет задача (2.8) при «энергетиче- 
ских» ограничениях, накладываемых отдельно на каждый руль [57] 

ри <, Е ..., т, (2.12) 
р .. 

т.е. в случае, когда энергия каждого управляющего воздействия 
ограничена своей константой. | 

Для того чтобы система (2.8) с ограничениями (2.12) имела реше- 
ние, необходимо и достаточно, чтобы точка у принадлежала выпукло- 
му множеству К, уравнения опорных гиперплоскостей которого име- 
ют вид — 

п _ 2 1/. 

у Bate у l; НИХ Веб: и at = 0. (2.13) 
i=l k=} 

В работе (57) детально исследован вид решения в зависимости 
от того, где в А находится точка у — на его границе ` ЭК или при- 
надлежит внутренности 1 А, и приведены алгоритмы отыскания 
этого решения. Там же приведены и менее обременительные условия 
совместности системы (2.8) при ограничениях (2.12). Для того чтобы 
система (2.8) при (2.12) имела решение, необходимо, чтобы матрица 

| ина — nie _ 
была неотрицательно определенной. Если при этом для любых В», 
п 

2, | Bel > 0, выполняется равенство 

фу Vi Be [xj (4) — Bre (1 у Bm [ri (- + g,,(t)] dt = 0, 
D f= 

то необходимое условиё становится и достаточным. 
Нетрудно написать условие существования решения системы (2.8) 

и вид решения для ограничений 

ju,<Ol<a,(), i=1,..., т. (2.14) 

Здесь a, (ft) >0— измеримые и ограниченные на Р функции | 

"(да (ди (02, teD, = (2.15) 
где В? (1) > 0 — ограниченная и измеримая на Д функция, & (1) — 
симметричная положительно определенная на р матрица с ограничен- 
ными и измеримыми на ДР элементами, 

ум (да, =... , т. (2.16) } 
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Наконец, задача оптимального финитного управления линейной 
динамической системой с сосредоточенными постоянными параметра- 
ми, описываемой системой дифференциальных уравнений 

x(t) = Ax(t) + Ви (0+ (0, ¢€la, 41, (2.17) 
roe А = [а и В = [А-а — матрицы, элементы кото- 
рых не зависят от f¢; x(t), m [Фи и(1) — соответственно, век- 
тор-функции состояния, возмущения и управления системы, сво- 
дится после замены переменных и преобразования Фурье к системе 
интегральных относительно и (1) уравнений вида 

д 

) (61°) u, (t) dt Joma, = V 2Y ors (2.18) 
—л 

р=1, .... А; г=О, 1,.... | = ..., М. 

Здесь Ay, ..., 4, — корни характеристического многочлена 

A (A) = det (A/ — A), 

A. My, Ng, .-., Ny (Ny + ... п, = п) — числа, характеризующие крат- 

HOCTH KOPHeH; Yor = a (—iA,) — числа, однозначно определяю- 

щиеся значениями вектор-функций С (1%), Ви ф (0) и их производ- 
ных в точках & = —5с/, из уравнения | 

(Со) | Ви ®) — @ (0) + T= | — 0, 
lo=A , 

р=1, ... Е; Гр = О, 1,4... П,— 1, 

  

где С (^) — матрица, присоединенная к А; 

ф (6) = Tz | eg (t) dt, 

Опустив индекс $, перепишем (2.18) в виде 
д | . | 

} (— it)’ e*e'u (t) dt = V 21H rp, p= 1, ...у К, г = 0, |, corey Ap}, 

~ _ | (2.19) 
и для ее решения можно использовать весь аппарат, изложенный 
выше. 

Интерполяционные и экстремальные задачи теории аналитических 
функций. Из большого количества разнообразных экстремальных 
и интерполяционных задач теории аналитических функций [61] для 
иллюстрации подхода к их решению остановимся на одной — на 
задаче интерполяции для регулярных функций. | 

Пусть’ А — класс функций =f (2), регулярных в области 2 
комплексной г2-плоскости и удовлетворяющих условию - 

(Ре Рае < о. (2.20) 
3 | 
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Ставится задача отыскания такой функции | (2) из А, которая удов- 
летворяет условиям 

т (2) = ви, m=0,1,...m, j=l, ..., a, [9 (2) =[(2), (2.21) 
где г, | =1,..., П — фиксированные точки из О), ®т; — заданные 
комплексные числа. 

Поскольку Ё (г) © А допускает интегральное представление струк- 
турной формулой 

f(z) = = | К® ЭГО, 26р. | (2.29) 
Здесь 

К(, 2) = УФ @) 9+), 2,0€D, 

а {ф, (2)}0 — полная замкнутая ортонормированная в Ш система 
функций из класса A. Поставленная задача эквивалентна задаче 
отыскания решений 1 (5) системы интегральных уравнений 

| К К"? (Е, 2) lene, f (£) dt, = Wm, т = 0, 1, ... ‚Тру ] = | п, 

(2.23) 
п 

д”К (5, 2) 
oz" 9 Ko” (6, 2) = 

т. е. эквивалентна задаче интерпретации по неполным данным. 
Следовательно, существует единственная функция } (2) СА, 

интерполирующая значения (2.21) и имеющая ‘минимальную норму 
(2. 20), это функция 

iO =e, — (2.24) 
где у — вектор данных блочной структуры, :- | 

= [Уз ... |. 
T 

Yr= (Wor, Wiz, «2. , Ome] , 

2 (5) — базисная вектор-функция блочной структуры 

ЕО = 18: ©: , ©: .,. |8, ОГ, 

&k (2) — [K, (С, 2k), KP (C, 20 С, 2,), ...у К” (С, z,)]', 

Q — блочная невырожденная матрица, состоящая’ из блоков Qty 
р, j=l,.., a, | a о 

Koo (2;, Zi), eee, К» jo (2s, 2) 

Кот; (2, 2}, ве. Ки m (г, 2) 

9* 
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где 

92-9 (С, 2) 2;, 2;)) = ———_—— 
Koa ( é i) 92209 2==2 i 

. +: ==) 

Когда область Р односвязна и известна функция ® = ф (2, 2), 
однолистно и конформно отображающая область D Ha круг | < | 
и. нормированная условиями Ф(2., 2) =0, Ф’ (2, г) > 0, ядро 
К (2, 2;) можно записать в явном виде: 

K (2, 2;)) = = ©! (2, 2) (2), 21). 

В частности, если Ш) является кругом |2 | < 1, то 

z— 2 oe Е — | г/ [2 
2, 2) = — (z, 2) = —— + @ (2, 2)) Ш’ 4% i) (ape? 

| | | 
K (2, 2) =— ’ 

m  (n— z2;)? 

поэтому решение интерполяционной задачи для круга легко записать 
в явном ‘виде. 

Другие задачи для классов функций, имеющих структурные фор- 
мулы, решаются аналогично. 

Аппроксимация нестандартных случайных величин стандартными 
случайными величинами, зависящими от случайных параметров (ран- 
домизация плоскостей вероятностей). С экстремальными задачами 
теории аналитических функций тесно связаны задачи рандомизации 
законов распределения случайных величин, играющих важную роль 
в разнообразных прикладных исследованиях. Рассмотрим один класс 
таких задач. 

Пусть случайная величина Ё контролируется плотностью распре- 
о 

деления вероятностей p(x) или моментами ть = SA хр (x)dx, 
: ‘—o00 

Е =1,..., п. Ставится задача аппроксимации величины & стандарт- 
ной случайной величиной п, контролируемой плотностью распределе- 
ния вероятностей |(х, ^) со случайным параметром АЛ. Требуется 
найти такой закон распределения РГР) (1) величины А, чтобы рандо- 
мизированная Плотность о 

= | Ре 0 ар, 

оптимально аппроксимировала плотность р (х) (или имела те же мо- 
менты т, Ё=1,..., п). 

Следовательно, речь идет либо о решении экстремальной задачи 

со [ 2 

ив = | |2 — J F(x, dF () | de> min (2.25) 
— 00 
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на классе неубывающих функций Р» (1, нормированных условием 
со 

\ dF, (1) = 1, либо об отыскании решения системы интегральных 

уравнений 
о 

xt | f(x, дал Фах=ть ВЕ... по (2.26) 
— oo 

Ha TOM же классе функций. | 
Из общих теорем, основанных на вариационном методе В. А. Змо- 

ровича и на устройстве выпуклых множеств точек т = [т,, ... 
., т,Т с координатами (2.26), следует, что случайный параметр А 

В ` рассматриваемых задачах является дискретной случайной величи- 

ной. Экстремальная функция Г» (1), реализующая минимум в (2.25), 
является ступенчатой функцией ве числом скачков, не превосходящим 
№, где М — наибольшее возможное число минимумов функции 

Qr()= J Fe Dd] pw— J fe, ве 

на интервале (—оо, со). Если функция @е (1) дифференцируема, 

то в каждой точке разрыва функции FR ДОЛЖНО ВЫПОЛНЯТЬСЯ 
условие 

Оль (1 = 0. 

Плотность вероятностей параметра ^ имеет вид 
N 

pr(l) = ¥ pid lb), 
где [, — точки минимума функции ло (0, удовлетворяющие ‘урав- 

нению Чо (] =0, число М совпадает с числом абсолютных мини- 

мумов функций ло (1. 

Для отыскания вероятностей р,, с которыми A принимает значе- 
ния [,{=1,..., М, следует решить задачу квадратичного програм- 
мирования 

о (р) = р*Ар — В*р - С min, (2.27) 

где р = (р, ... РМ), А-матрица состоит из элементов 

ai; = \ P(x, 1) f(x, ах, i, j= 1, oN, 

B= (by, «+5 On)’, be= | F(x, kp(eydx, R=1,..., 0, 
со 

C= \ p* (x) dx 
= 00 
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при ограничениях © 

N 

< _ . 
2. РЕ = 1 р; > 0, =], ое у М. 

i=l 

Например, для аппроксимации равномерно распределенной на 
двух отрезках 0 < я < |х| < 1-я случайной величины & нор- 
мальной величиной с единичной дисперсией и случайным математи- 
ческим ожиданием и оказывается достаточным принять М = 2, 
т: = т, где т, — корень уравнения 

1-2 
exp {— ее а“) т] — сп [апт] = 0, р, = р. = >. 

Для решения системы (2.26) преобразуем ее к виду 

мар = ть ВЕ... , м, (2.28) 

где : 

Uy (1) = \ x*f (x, l) dx, 

и используем методы классической проблемы моментов, 
Построим выпуклую оболочку кривой 

хь = Ик (1), — © <1< о, k=1,..., A, 

множества С. Если точка т = (т‚,..., т‚)Т 6 0С, то существует 
0 о 

единственная функция КР» (Г), которой соответствует точка т. Это 
n+] 

ступенчатая функция с числом точек роста d< a — Ц, .. [9 
и 

и скачками и, > 0, ..., Wg > 0, У», = 1. Если же т 6 шё С — внут- 
i=1 

ренности множества С, то существует бесчисленное MHOMKecTBO F, (J), 
которому соответствует точка т. 

Таким образом, вопрос о решении системы (2.26) свелся к вопросу 
о принадлежности ‘т множеству С.И если т Е С, то система (2.26) 
не имеет решений. 

В качестве примера приведем задачу о рандомизированной равно- 
мерно распределенной величине со случайной медианой A, имеющей 
заданные моменты т,, Е = 0, 1,....п. Рандомизированная плот- 
ность такой величины имеет вид 

a 

Ра (у) = х Melo (ys Le), 

| 
1 при ly—&l< “9 9 

р (И, l,) = | 

О при |уУ—1|>-, 
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где и, и [+ удовлетворяют системе уравнений 

мот" j=0,1,..., 4, ту = 1, и, (1 ==1, 

uj () = + |(0+4 4 (1-4), j=1,..., 0. 

cnexrpassnoe оценивание. При решении разнообразных задач 
физики и техники возникает проблема определения спектральной плот- 
ности мощности Р (у) по значениям корреляционной функции Ф (т), 
измеренной в конечном числе точек т, Е = 0,1,....п, DO, = 
= @ (Tx), [60]. 

Таким образом, речь идет об отыскании решения системы инте- 
гральных уравнений 

д 

| 
Ф, = aa) iP (ode, k=0, I, ... ‚о И. (2.29) 

на классе неотрицательных на [—л, л] функций р (х) > 0 из класса 
[.. [—л, п]. Если ввести функцию | 

л 

Ро = } р®4 

и нормировать равенства (2.29) умножением на 1/Фь, то (2.29) све- 
дутся к системе e. 28) с 

| — — — —____ p— lux 
Mp — Ф, ? R 1, ooo 9 n, Up (x) 20D, е ° 

При решении более сложных задач спектрального анализа полез- 
ным оказывается следующий результат, обобщающий теорему 
А. А. Маркова [566]. Рассматривается задача восстановления функ- 
ций-сигналов, представимых стильтьесовым интегралом | | 

b о 

(ад = \ ве, дар(®, ге, (2.30) 

roe p (x) — вещественная неубывающая на [а, 6] функция, удовле- 
творяющая условиям 

и (2) =0, п(х) =в(х- 0), а<хЬ, 
b , 

| up (x) du(x)=Cy R=0, 1, 00.40, _ (2.30 

(С; — заданная последовательность вещественных чисел; 
(и, (х)}, — заданная последовательность вещественных функций, 
определенных и непрерывных на [а, 6]; g(z, x) — вещественная 
непрерывная на ДХ [а, В] функция. По отсчетам у» = | (х»), x 
€ D, k=1,..., m, требуется восстановить Ро). 
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Множество С точек у = (у.,...у»„) т-мерного пространства 

yy = \ gle), x) du(x) 

является выпуклым криволинейным `многогранником лишь с двумя 
вершинами, если {и, (х)} — нормированная система П. Л. Чебы- 

шева порядка п на [а, 6] и последовательность {С,}о строго пози- 

тивна относительно ({и» (х)}и и если функции (и, (x) :g (z;, x)} 
образуют _ нормированную систему П. Л. Чебышева по- 
рядка п -- т на la, 6]. Чтобы точка у, соответствующая функции 
и (х), была граничной для С, необходимо и достаточно, чтобы функ- 
ция | (х) была ступенчатой и ее индекс $ удовлетворял неравенствам 

п1 35 пт 

(для вершин s=n-+1l, aia ребер $5 =п-2, для граней $ = 
= п -- 3, для гиперграней $5 = п - А, 3<#<м). Если же по- 

следовательность {С»}о сингулярна относительно (и, (х)}о, то С сво- 
дится к точке и нижняя граница $ может быть сведена до единицы. 
При этом восстановленная ff (Zz) имеет вид 

f (2) = a Aig (2, Хх), (2.32) 

me s,A4;oe>Oun ax<x<b, | =1[,..., $, удовлетворяет системе pa- 
венств 7 

Y Aja (X)) = Cy Ё=0,1,..., М, 

= (2.33) 
x №8 (2, Хх) =у, T=l,..., Mm. 

Для их отыскания можно использовать результаты, изложенные в 
п. 7, $ | данной главы, модифицировав их так, чтобы выполнялись 
неравенства ^, > 

_ В заключение опишем еще несколько задач, для решения кото- 
рых может быть применена техника интерпретации наблюдений по 
неполным данным. Будем называть задачу и выписывать линейный 
интегральный оператор, не детализируя постановку задачи. 

Обратная задача гравиметрии — это задача определения формы 
возмущающего тела, плотность которого отлична от плотности окру- 
жающей среды, по аномалии напряжения силы тяжести, создаваемой 
на поверхности земли. Справедливо нелинейное уравнение 

b 

  

             
| (x — 6)? + H? _ _ <4 

| \ Перт HHO = Fe (2.34) 
где Ag (x) = — = ‚о- измеренная на поверхности земли ано- 

  
‘малия напряжения, обусловленная силой тяжести; (х, 5) — коор- 
динаты вдоль поверхности земли (г = 0); среда’ находящаяся 
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под поверхностью земли, считается состоящей из двух частей с плот- 

ностями ри 0, разделенных границей 2 (х) = —Н всюду, кроме 
id 

промежутка ах Ь, где 2г(х) = —Н - г (х), что и создает Ha- 
пряжения, т.е. зависимость и от х; У — потенциал масс с плот- 
HOCTbIO (0, = 0,3; 2 (2) — искомая форма границы, разделяющая две 
части среды. | 

В линейном приближении (г () «Н) 
b 

H 
| (x —&)? + H? z(&) dé — и (х). 

Если аномалия и (х) измеряется в точках х, #=1,..., п, ТО 
2 (Е) восстанавливается по системе интегральных уравнений 

  

  
Н | 

® 

\ (x; —&*-+ H? 2 (Е) Е = и, ‘= l, oe ey A, u; = u(X;). 

Определение фотонного спектра кристаллов по теплоемкости. 
Задача сводится к решению уравнения 

У hv 

> hy 2 е kT 

BN, | |7. —ю *F(v) dv = Cy (7), 
о (e*? — 1) 

где } (*) — искомая функция распределения частот (фотонный спектр} 
тепловых колебаний атомов кристаллической решетки около положе- 

ния равновесия (в квазиупругом приближении); С, (Т) = == 

удельная теплоемкость; Е — энергия кристалла; Г — температура; 
\" — максимальная частота колебаний в кристалле; Е — постоянная 
Больцмана; й — постоянная Планка; кристалл рассматривается как 
совокупность независимых атомных осцилляторов, имеющих разрешен- 

ные энергетические уровни hy (i + ~), i= 1, 2,..., 3N. 

Ядерная магнитно-резонансная спектроскопия (ММВ) 

M (t) = | n(@) sin (wf) exp (— (6) 1) do. 

Автокалибровка | 
. © 

М (8 = \ n(w) sin (wt + @ (@)) exp (— Rd) do. 

" EXAFS data 

X (Rk) = \ a (k) sin (Qkr + @ (R)) exp (— a В si) N (r)/kr2dr. 

Определение скорости звука в воде. Пусть на глубине A, oT noBepx- 
ности воды находится источник звука $ и пусть на глубине И, (в раз- 
личных местах). засекается время прохождения звука # (фот $ до 
приемника в функции угла прихода звукового луча ф (между гори- 
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зонталью и касательной к my) Тогда 
ny 

); (h) yo — c? (h) ae 
есть уравнение для определения скорости 3ByKa C (h). 

Определение функции распределения истинных конфигураций трой- 
ных звезд. В результате случайности проектирования на плоскость 
видимые конфигурации тройных звезд (а именно формы треуголь- 
ников, образованных тремя компонентами) отличаются от истинных 
конфигураций. Существует двухмерное уравнение Фредгольма первого 
рода, связывающее функцию распределения конфигураций тройных 
звезд с наблюдаемой конфигурацией 

  

  

со 00 

  

} } КЕ хи, у На, и) ахау = 2ли?ф (Е, п), 
—oo 0 

где 
1 

9 ay 2 
КЕ = [1 [ня | | —!, 

— © <х<о,у> > 0 — координаты наиболее слабой компоненты С 
в плоскости тройной звезды, в которой начало координат системы 
ХОТ совмещено с наиболее яркой компонентой А, а ось х направлена 
во вторую по яркости компоненту В, причем расстояние между А 
и В принято равным единице; — < << о, YH > 0 — аналогич- 
ные координаты в проекции на плоскость, расстояние между Аи 
В в этой плоскости также принято равным единице. 

В заключение следует отметить, что на практике данные оказы- 
ваются пораженными шумами, а матрица К, которая требует обра- 
щения почти во всех алгоритмах, оказывается вырожденной, особен- 
но когда данные получаются от различных источников информации. 
Поэтому возникает необходимость обобщения всех изложенных здесь 
методов на случай данных, пораженных шумами, и вырожденных 
матриц К 119, 21. 

$ 3. Сеточный метод решения линейного 
и нелинейного интегральных уравнений 
Фредгольма второго рода 

Рассматривается интегральное уравнение 
1 

u(x) = 4) K(x, О, ОЕ, (3.1) 
0 

где A He ABJAeTCH COOCTBEHHbIM 3Ha4eHHeoM. 
Строится специальная сеточная аппроксимация уравнения (3.1) 

вида 

i 
м 1 —_—— 

и; = Me hAtjo; + = | f(x)dx, i= 1, n. (3.2) 
xj—1 
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Здесь 
| x, x | 

Аня | f K (x, t)dxdt, x,=ih, ha=+, i=Odn. 
Xj ¥j—1 | 

Находятся условия, при которых уравнение (3.1) имеет единствен- 

ное решение в классах Соболева №2 (0, 1), 0 < «=<2. Доказывает- 
ся, что скорость сходимости приближенного решения к усреднен- 
ному (по Стеклову) точному решению исходного интегрального урав- 

Г’ @Ебз, а 
нения (3.1) равна О ( #° | шА| * * ), где 6, — символ Кроне- 
кера. | 

Известно следующее утверждение [50]. 
Лемма 3. 1. Если правая часть ypaenenun (3.1) ulay< 

<||K (x, Cloatiar f (x) € Ly (Q), 20po K (x, Е[, @ Х 9), mo unmee- 
ральное уравнение (3.1) однозначно разрешимо на ® и его решение 
u (x) < [. (®), где ® = (0, 1). 

С помощью леммы 3.1 доказывается следующая теорема. 

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1, f (x) € WY (Q), 
ядро К (х, 6) идовлетворяет неравенству 

  

| K (x, $) le,x.a< 00, (3.3) 
где baa 4 

| K (х, О, хо = [ке С) oo Sane dxdtdt} , 
0 0 

| + loexa = || + “ngaxen 

тогда решение уравнения (3.1) принадлежит классу № (9), 
О0<ая< 1. 

Доказательство. Рассмотрим интегральный оператор 

Ти (х) = \ К(х, би 0%, (3.4) 
имеем 

1 

2 

Tu (x) — 
Тибо = [ITH fa | | ее и виа — 

— (Sc swe) ee 

(few vee pu af Kit, 4 at] 

+); —_ ЕЕ dxdt | < 

  

1 

  

00 0 
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1 
1 2 

| у ae avatar | ua   

1 (у. 

(Tu hax {fe cat) | 
0 0 

11 

| K(x, 9) dxdg + 
0 

1 

  

111 

+\\\ ee (x, 9) eT 5) tute} = [took (x, О, 
000 

| 

поэтому при условии (3.3) решение уравнения и (х) Е №? (©). 
Теорема 3.2. Пусть И <A‘, f (x) € We (2), Ядро К (х, ВЕ 

Е) (©), тогда и (х) 6 №) (©). 
Доказательство. Для оператора (3.4) имеем 

] 

2 о с 

Ox Tu sol — 

| J 
1/1 2 1/1 3 | 

— (ко, но « ir | (к: 9 Ч: < 
0 0 0 0 

    

|Tuh.o = {I             

| 
— 

| 

< || [Ко ой и (баб | {Suc (x, 0) dn (t) dt 

—
—
 

C
e
s
 

1 11 11 

“Heng [J fxr cranes + | focetes eye da | | 
т.е. 

«
|
=
 

_
 
o
t
 

| Tz he<|u4loall K (x, &) lhe, 
и поэтому 

u(x) € W2 (Q). 

Теорема 3.3. Пусть |^| < A-“s, f(x) € у. г (©), ядро К (х, ©) 
удовлетворяет неравенству а 

К, О бло +1 К» (х, О) ло < оо, (3.5) 

тогда решение уравнения (3.1) и (х) Е УП" (@), 9 <а < 1. 
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Доказательство. Для оператора (3.4) имеем 

T —Ти (1 с) \Tuh400= fruit ff О ти axdt   

1 
2 у 

4 | ити ay — Pay и nl 
0 

  

  

  

— 12“ 

ИЛИ 

Ти! с 2 2 

[Tu h4a0= (ко 2 (a ы+ (fie 2 0) dx + 
о \0 

1 2 

‚(ко nae |e 0) oat] 
+\ | - ига dxdt + 

0 0 

1 } 2 1 

(ке 9 и (0 4 — (К, 9+ «) 2 je al < 
0 

1 | 1 

< ie K? (x, 5) sx u* (C) de + \ (к Kx (x, 6)? axa (£) dt + 
0 0 0 

1 

| +f {fae (x, a itt Oa +   

1 
| 2 

+ 
Loy 

|Tu(x)h+a.0< ео | | | K*(x, 0 dxdy + 
0 0 

  

| 1 

(Ky О -— К: (, 9 \ — пре datdt | u% (6) < | 
0 0 

>
 

  

il 111 

+ | Кое буи | |) OB Kt DP dxdt + 
0 000 

rd 1 
К, 9 — : [, 2 2 

4 |1 M9) тес 9) вода , 
0006 jx— ep 

поэтому при условии (3.5) решение уравнения (3.1) u(x) Cc Wit 
0 < “= 1. Теорема доказана, 
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Перейдем к исследованию точности сеточной схемы (3.2). Разобъем 
единичный отрезок [0, 1] на я равных частей. Проинтегрируем урав- 
нение (3.1) на отрезке хи < хх, 

x 

+ а 4 fat Cu (edt + [па (3.6) 
Xj] xj—| Xp 

Интеграл по ¢ разобьем на л частей, к ядру К (х,-6) добавим 

и отнимем величину — L K (x, s)ds, тогда Формула (3.6) преобрг- 

Хх —| 

зуется следующим праве 

xy и xj x) xj 

—- \ и(хах=^У | -- | (<< t) + | K (x, s) ds — 

xj—| FN xy Хх —| | Хх о 

* | * 

— | К (х, 5) Jamie +-- | Г (х) dx, 

или 7 “i 

м n Xp Хх, xy 

—- \ и A У ae ( ( К (х, 5) ints) [+ \ и (5) <) + 
x{—] j=l xXj—| *j—1 xj] 

x) xj xj 

Ут | | “ 9—-= | Kis, о] ae 
1—1 xj—1 *j—! xj 

1 f f(x) dx, 
т.е = 

1 ¢ - 1 ( 
= еды \ von) sit 

Xj} j=l Xj—l 

] ¢ — +> | fax, i=Tn, (3.7) 
Xj—| . - 

где 

м | “7% | *j 

К; = h \ | [к (x, 0) — Th \ K (x, $5) is u (C) dxdé. 
=I X71 *i—1 xj—1 

Очевидно, что, отбрасывая слагаемое ЛЮ, в (3.7), получим линей- 
ную алгебраическую систему уравнений (3.2) относительно ц.. 
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Вычитая (3.2) из (3.7) и введя обозначение 

Ц 

ие | uxjde—v, i=in, 
xi] 

(E — A)e = AR, (3.8) 
будем иметь 

где 

= (2, ..., а), = (ЕЮ, ..., Ю,)', А=| АВА 

Если матрица Е — А невырожденна, то система однозначно раз- 
решима и справедлива оценка 

—1| ; 

‘elo, <IAIIE—A"L Rew, (3.9} 
где || + || — разностный аналог нормы |. |0о а ile i — норма 

матрицы, например, спектральная (2.5), согласованная с нормой 
вектора. | 

Невырожденность матрицы Е — А устанавливает следующая 

Лемма 3.2. Если 

  

JAI) A (x, О |р.охо < 1, (3.10} 

то матрица Е — А невырожденна, обратима и справедлива оценка 

(Е АУ 5 -—, (3.11) 
где а=|А!< 1 

Доказательство. Из эквивалентности сферической и спект- 
ральной норм следует 

[41 AN (A), 
поэтому с помощью неравенства Коши — Буняковского и неравенства 
(3.10) получаем 

1 
2 

> 

2 

x) xy 

( | K(x, дам 
xj. Xj] 

  

    P= 1AL<N 1A) =( i =- 
t=1 j=1 

<A 1K (x, &) loexe<], 

т.е. справедливо неравенство (3.11). 
Норма погрешности |#|. и, ОЦенивается с помощью следующих 

двух теорем. 
Теорема 3.4. Пусть выполнены условия теоремы 3. 1, ядро K (x, д). 

удовлетворяет неравенству 

11 

| — ‚| K (x, hate = И“ ие teat} <, 
0 0 

  

QVma<7>, 
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тогда если выполнено условие теоремы 38.1 и леммы 3.2, то будут 
справедливы оценки: 

ГЕ, < СИ и [в.в [К (ху р-не хи, Wey, (3.12) 

—
 

а 
1 

[= [о», < СИ” Пай] [ие [К (х, Од, 53951, (3.13) 

где 

| 
- 

  

11 1 ; 

— (K (x, 2 — K(x, 0) 
|K (x, О о = Sf) aa inde . 

Доказательство. В неравенстве (3.9) оценим норму 
1 К |». Используя неравенство Коши — Буняковского, получаем 

i= Sant = Saf | ft tc t) — 
*j—1 1 Я — 

xj 2 

—-- | K (x, 8) A} a < 
xj: 

1—1 /=1 

non х xy 2 

<» Г ке, о-ке, зрении] 
Xjoy X71 Xj—1 

Ее 

IR, <az BU J J) J Ke OK tx, opardtar x 
fst pal yy 1*%j—1 *j—1 

  

*f 

х (мод (3.14) 
*j—1 

Допустим 0о<а<-. тогда из неравенства (3.14) будем иметь 

xj x 

| (^ ( ’ с — K ( ’ 2 92—20, № рр ео Ata р х 
НХ] a 

xj n n x} . 

x dxdtds | и? (2) ий > » | u? (t) db x 
xj—1 *j—1 

x; xj x , 

(K (x, С) —K (x, s))? x Ш 5920-49 dxdtds, 
Xj—1 Xj—1 Xft 
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Г, 3 У Уи Йлчич Х 
Xp Xp 

  

(K (x, 0) — K (x, s))? x \ | | Po nina — axdtds, (3.15) 
*¢—1 *f—1 *j—-1 | 

Справедливо неравенство [53] 

4 lox, ysxsx, SC (A) | 4 р,о, (3.16) 
rie 

AY, 9о<а<-, 

Cih)=C,{h? |inh|, a= (3.17) 

  в? , > <а< |, 

постоянная Cy, не зависит от и. 
Если используем неравенство (3.16) — (3.17), то для (3.15) будем 

иметь 

1 11 

ВВ 5-е ибо \ |“ Ae Ke хаба, 
0 0 

5-2 —а) 
  

1 
или 

[Rho ЗС ива У ИК басов лаки, = 818 
Используя неравенства (3.16) — (3.17), для (3.18) получаем 

WR loo, = С! О И (3.19) 

Учитывая (3.11) и (3.19), из неравенства (3.9) получаем оценку 

[efoo,<Ch* Iu bol [K (% Dh-atehna ба, 
где 

с=1^1-[— С 
т. е. справедлива оценка (3.12). 

Если a= +, то, используя (3.16) — (3.17), для (3.14) 

будем иметь 

  

111 

ГЕ < С-В оны, [|| КОКО 9 рае, 
27°56 06 

—s|? 
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ИЛИ 
1 

Еве, < СА” ПвП, К, ЭП. (3.20) 
Учитывая оценки (3.11) и (3.20), из неравенства (3.9) получаем 

| , 

Гео, СА” Пай [м [Ki 9 | о (3.21) 

где : | | 
| 

С = | A | T—@ С. 

Если > <а< 1, то по формулам (3.16) — (3.17) имеем 

  Е, < СА Ци МИ (K * 2 K(% 9)" avdtds, — $ [ire 

000 
или 

| Roo, < C1 h* || ulx,0| K (x, £) lato. (3. 22) 

Учитывая (3.11) и (3.22), из неравенства (3.9) получаем оценку 

[ерь, < СИ шью [К (х, С) ас, о, (3.23) 

где 

  C=C,—— ИЛЬ a <add. 

Объединение неравенств 3.21) и (3.23) дает неравенство (3.13), 
теорема доказана. 

Теорема 3.5. Пусть выполнены условия теоремы 3.3, ядро К (х, #) 
удовлетворяет неравенствам (3.5) и 

[K (x, О-о < оо, [Ку (х, О-о < оо, ОЗа<-,, 

тогда при выполнении условий леммы 8.2 справедливы оценки 

Е рно, 3 СИТ" {ибо [Кс (% Oh—age ьхо + 
i 

+ [4 eal [K (x, ао na}, ONaA<> (3.24) 

[ео < САН [п] 7 {jukolKr(t Одо + 
1 
> 

+1 EolKO Olea» ~<S*<1 (8.25) 
Доказательство. Преобразуем остаточный член КЮ,: 

п м Хх] *j 

в=У- | | [io N= J Ku, уе] ибн = 
1—1 Xj—1 Xj} | #1 
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-S4 5 Г ( [xu t)— = { K (x, 9 ds) x 
*j—1 *j-1 А р 

*] 
x (. © + + \ и ($) &—-- ( и ($) is dxdt — RY + RY, 7 

` xj—1 *j—-1 

где - 1 
x; xj *] 

о У | (ке, око, 0) x 
ha re 1 *j—1 ¥j—-1 

¥j 

5х (+ | и (5) ts) ana 
xj—1 

x 

RP= Ya | \ } ке t) — K (x, ) x 
[1 Xp Fp Xft 

х -- | и —и (5) фик 
* j—1 

Оценим норму 

ГЕ = У, (АР Re), 

[Riko, <2h Yi (RI)* + 2h Y (RP (3.26) 
В неравенстве (3.26) оценим первое слагаемое 

п x; n n * ХХ] __ 

ву -вУ У $ || | (Ко, Эф Ко, д) х 
{= {=1 | j=1 Ж—1 1 Х)—1 

Хх) 2 

x -- \ и ($) вывоза < 
Х |—1 

п п м *] *| 2 

oe { и (594 | ( | K@O—K(x, 0 axa < 
xj—1 Xp Xj—1 Xj—1 

32 x, xy xj 2 

( | \ и(5) is| ( , | | K@&O-—Keu, end < 
| X{—] 1 *j—1 *j—1 

x Хх + 2 

( OK (x, 0) _ | ( = ша = 
i—l xj—1 *j—1! 

~
 

—
 

п 

a 

h
e
e
 

t=1 j =
 

n и easy ea 

i
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5; 

п п ] 4 jf * & 488 femal f f {f(s Xj] x j=] xj 

+f OK Ce, OK (x, 8) a) saa _ >) у ( и? (5) 45 Х. 

реа) 9) \" axdtdtdnde, 
Xj—} *j—1 ¥j—1 *j—1 *j—-1 

  

n = 

h у (© < У, у [ и? ($) ds x 
=1 /=1 xj 

| 
x | ( ( (Ae 0 OK (x, 1) _ OK AG ® ахатав. (3.27) 

Xj—| *j—1 *j—-1 

Пусть 0о<а<-, тогда если используем неравенства (3.16) — 

(3.17), то для (3.27) будем иметь 

п non 

h » (REP < У, У \ u?(s)ds Х 

i=l к, | 

ty (к (х, п) OK (x, ») 
on 00 421-2) 

^ } \ ) [ — 6 | +20—a) "— 9} ” ахата < 

*i—1 Xj—1 *j—I | 

<” у у | и. Xft SES, % 

t=1 j=1 

  

*; хх (к (x, n) OK (x, 0) \ 

«ff | лия i — 0 Pea dxdy 49 < 
О р 

x n 1 

«о Jute | 1Ki( Of aged = 
{=1 Xj—-1 

= СИЗ | и о У | [Ke (x, C)i—ast.2 [<< => 
t=] 

СЗ“ | ulol (Ke (x, Qh—wtale.e >; | 
t=] 

т. е. 
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ву (RY)? < СТА [и о|[К+ (х, Опа ик. = (3.28) 

Пусть а = 1/,, тогда если используем неравенства (3,16) — (3.17), 

получим 

г т/ К с. n) OK (x, 8) \’ 1 

90 \ \ Lama dxdndd, 
0 

  

  

I 

h у (©) < ЗСТ | ши] 3) 
(=) 2 24 

т. е. 

ву (КР Саи КЕ (я, ЭР о. (3.29) 
2’ 2’ {=1 

Пусть !/. < @ < 1, тогда 

h у (Re P< CWP |uleal Ke (%, О во. (3.30) 
Неравенства (3.29) и (3.30) можно объединить, в результате 

т 

ву (81) < СА Ink}? ма! КЕ (x, ©) Joga, (3.31) 

me '/,xca<l. 

Теперь оценим второе слагаемое 

AS arp nS] = | ( (Ku, t) — K(x, 9) х 
i=] t=1 (j=! Xp Xj} Xj} 

*j 
ы 

x | (и ©— и (5)) ом] < = 
и’. 

=вУУ | | | ( (K (x, 0) —K (x, 0) (u(Q) —4(s)) x 
d=) fool Vegi) Xp Xj Xj] 

2 

x бодрый = 

n | x; х я} a 7 

=r» \ | \ {foc Kw mya’ dries) , 
jolt (apy | ¥j—1 Xj—1 8 ~

,
 

=
 — 

= 

т. е. 
x, j 

ву, (RPS SY $ | (и’ (6) do ( { ( (K (x, 2) — K (x, 0) х 
*j—} *j—] %j—1 

x dxdtdt. (3.32) 
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Пусть 0 о < 1,, тогда, если используем неравенства (3.16) — 

(3. 17), для (3.32) будем иметь 
x; *). x 

sSumre$S fora | ff ap asauoe 5 
f= j=l as xj Xj) Xj 

  

х [5—1 7-9 ахаба < в SY) w' (0)? a0 x 

  

— , ty)? х { f [ (К (. И )* axdtdt < 

X{—1 *j—1 *j-1 

м 

<n H Clu’ (Bad, | IK, DiLecade < 
f=! xt 

<Cihn*|u' Rol K (x, Oh-ane.ue > 1, 
i=] 

ву (RY)? < Cin?" | u’ (x) Fall [K (x, Qh—atela.e = (3.33) 

Если @ = 1/,, то из формулы (3.32), используя неравенства (3.16) — 

(3.17), будем иметь 

h у Ру СИ аи IK О og (3.34) 

Если 1], < аж 1, то из формулы (3.32) получим 

h у (ВРС и’ ло | К (х, О Вино: (3.35) 

неравенства (3.34) и (3.35) можно объединить, тогда 
п 26 | 

h dX (Rey Ст” | In h| м’ Бо | К (x, Од (3.36) 

где ~<a < 1. 

Подставим оценки (3.28) и (3. 33) B неравенство (3.26), в результате 
чего получим 

Ее, < И 2СА"" {шла [К (х, а но + 
4 

+ |v’ laal(K (x, Dhan Ba}? , (3.37) 

150.



где 0 а < 1. | о . . 

Учитывая оценки (3.11) и (3.37), из неравенства (3.9) получим 
(3.24). 

Подставим оценки (3. 31) и (3.36) в неравенство (3.36), в результате 
будем иметь 

61 

|Rloo, <V2C,h**" | In h | rs (ео | К (x, 9 [но 
i .. 

[К (х, 9 ко} °, (3.38) 
где < а. 7 

Учитывая оценки (3.11) и (3.38), из неравенства (3.9) получим 
(3.25). Теорема доказана. 

Построим разностную схему и оценим погрешность аппроксима- 
ции уравнения (3.1) в нормах ||. || Oop,» ll + Сю При этом не 

будет производиться усреднение интегрального уравнения. 

В уравнении (3.1) допустим х=х 1, i= 1, 1, а интеграл по & 
t—— 

разобьем на п частей: 

wx, aay | Ke, 1 Qual +fx_ 1), i=Tn. (3.39) 
2 

i— 
j=) *j—1 2 

К ядру К (х, 2) добавим и отнимем величину — \ K (x, 1, 5) 4$, 
2 

тогда (3.39) преобразуется следующим образом: 

—
 1) = i Ke рота (Ke. 1 9a 

1x jy *j—1 S
I
 

= j K(x 15 8)ds)u(l)do+ f(x, 1), 
.. 2 | 2 

или 
п *] 

u(x y=a¥ (4 [ке _ 1,945)( f wea} + 
j=! xj *|—1 

aay ( (Ke, а, 9 — 1 | K (x, a 95) ua FO, 1). 
j=l xj} *j—! 

(3.40) 
Преобразовав мыражение (3.40), получим | 

у | 

u(x i)=A У (+. ( K(x, as) ( \ (4(Q) +(e a) + 
-F 2 i—— . 

2 j=! 4j-1 / *j—1 
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+-Б учи, И-е-Ь що a + 
2 2 

n 

+^ У | (ке „9— тк 96] yh 
[=] х;—1 т

 
—
6
 

i= » Nl, 
ИЛИ 

п *] 

us aad (> Ка _ a, 9s) бис 4+ 
2 j I~ *j—1 *j—l 

n *] 

АУ (т \ Кит, 94 [| | 6—6 _ 4; cat) 
*j-1 *j—1 

+5 (1. ( Ke. 1, ds} x 
xj—1 2 

к (Тео 1-65. a)us(@inae) x 
Xj 2 

*j 

443 ( (ken nH Q—az S Ke 4, ds} uo (3.41) 
j=l х|—1 xj] 

Вычислим в отдельности каждый член этого выражения. Второй член 
выражения (3.41) равен нулю. Действительно, 

    

    

    

С 

) 5. 1) 04 = ш (©) f 6-5 0%- 
$/—1 6—1 

ри бе бах 
= ur (Ey) 2 = > 2 —— 2 — 

] 1 1 3 

(#—(i-z)*)_ ((’-z) Ao 4 _ _ _ 

. 1 ,\ 1 3 | | 
jh— jh-+ A) jh hhh] Mm 

= | 5 — | 2 = р =0, 
поэтому 

xj . 

ay (+. | Кит, +94 J G6, 1) 4 &) a) =0. (3.42) 
j=! xj xj—1 2 
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Преобразуем третий член выражения (3.41). С этой целью используем 
следующее тождество: 

и) —и (5 _1) — $ —6,_1)% (6) = 
2 2 

= и’ (пт —--©—6_ 1) (©) —и (6) = 
6 А 

$ ба t 

= | и’ (п) а — ———— | u’ (0) d0 = 

< 1—1 

I~? 

4 6 . 

= J u'(ndn—— | } и’ (6) ава = 
6 | Gy jt 
[= -= 2 

$ ие 
] , 

С $ 6—1 с 1 

-> 1—7 2 

Gy 

+f a (и’ (п) — и" (0)) та, 
heey т 

1— — 

2 

T. е. 

и 

о-в ив оч | } ими ©) аа 
j—-16 

д 

2 

С учетом этого факта третий член (3.41) примет вид 

AY (+ {Ke 494)(f w@—ee, .)— 
j=l xj—] *j—! 

— 2, syusne) =a ¥ (4 ( K(x 1 Has) x 
xi] 

Xj Xx C 

«(+ Г | wm—w@ a) (3.48) 
*j—1 ¥j—1 * 1 

—=> 
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При преобразовании выражения (3.41) используем то, что 

¥j 

Ly ( ‘ке 10-7 J Kea, 5 as dt = 0, 
j=! Xj] are 2 

тогда получим 

rv | (ке 1, 0)— гк Lt и 9] ща = 
= Х,—1 

п @%| 

=лУ, | (ко ,9—- ( Ke. 1 91d) x 
2 j=! *j—1 x j—| 

хи и _1))% (3.44) 
2 

Подставим полученные результаты (3.42) — (3.44) в формулу (3.41), 
тогда она преобразуется следующим образом: 

и(х _ о-лУ» в [ Ke. 1, 9)ds) a6, а) + 
2 Хх —1 

+} [Kw 1, ds) x 
j=l | 

xj xj 

x (+ \ ( р (и (п) — и (®)) ин + 
*j-1*j-1* 1 

| 

44d ( (Ke, ora) Kes ds) we — 
j=l *j—1 *j-1 

—# 1) dt, 

т.е | 

= У (1 i K (x, 1, 9d) UG, A) + ARP + 
2 j=l xp 

НАК + F(x, 1), (3.45) 

где ; 

xj 

R? -У j (kone а, 6) — | К(х_1, 5) © — 
j=1 *j—1 xj—1 2 

—u se) 4, (3.46) 
2 
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ы 
R® , -¥(+ \ Кот, 9%) х 

*j—1 

«(+ {| р (и (п) — и (6) iia) = (3.47) 

2 v 
Отбросим в (3.45) AR" uw ЛЮЯ, тогда получим линейную алгебраичес- 
кую систему относительно неизвестных и 1: 

t 
2 

Оо 1=А у ВАО т + P(e 1). (3.48) 
5 i—_— =| = 

Вычтем (3.48) из (3.45) и примем во внимание обозначение 

| e | = лу РА 1 НИ 1), 

~~? j=! 2 

которое представляет собой разность между точным и приближенным 

решениями уравнения (3.1) в точках х = x ods i=1,n, Получим 
2 

(E —A)e =2R, (3.49) 
rye 

& = (81, 2з, ..., @ 1), 
2 2 = 

К = (Ф + 8$, ..., А, + 1), ААА. 
2 2 2 2 

Если покажем, что матрица Е — А невырожденная, тогда система 
(3.49) будет однозначно разрешимой и будет справедлива оценка 

Гео, < [А (Е — А) ПА, (3.50) 
Докажем следующую лемму. 

Лемма 3.3. Если выполняется условие 

1 

1 2 

[A] ma | К? (x 1. $) i} <1, (3.51) 
| ‘ 5 eo 

то матрица Е — А невырожденна, обратима и справедлива оценка 

КЕ А) 8-е, (3.52)   

где д =|А|< 1. 
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Доказательство. Аналогично доказательству леммы 3.2 
будем иметь 

1 

елки (Я У льв) = 
+ 
2 

)< 

enfin ке _ 1, 6) | = 
xj—1 

2 

‚ ( K(x 1 ds 
*j—1 

    

1 

=|A| ла, о) < 1, 
о 9 

поэтому на основании [111] справедливо неравенство (3.52). 
Оценим погрешность & B нормах |.| 0,» | Il co,. 
Теорема 3.6. Пусть выполнены условия теоремы 3.3, тогда 

для погрешности сеточной схемы (3.48) справедливы оценки 

61 
— 5 &@ n 

Jeo SCH [Int] fw Bo AKU OB + 
i=1 2 me 

1 

+h oy ВК (и, Эно, O<a<+, (3.53) 
2°" i=1 2 

>=
 

ео, < САН | Iu’ Bod HK x, 1, Обо + 
1 

п 2 

+14’ Bad AIK, 19 Ecol . 

ede C =V2C,|4| —— 

<< 1, (3.54) 

Доказательство. В неравенстве (3.50) оценим норму 

| lo. в’ : 

У — h у (R® 1 + R® 1 )?, 

IRloo, < 2h у (К a + hy (В 1. (3.55) 
=] 

156



Оценим первый член неравенства (3.55), используем при этом неравен- 
ство Коши — Буняковского: 

h (RY ву + ( (we. 1, DRO 1, S))dsdt x 
i=] j=l 2 t=] xj—| x;—| 

Хх (и (5) —и (,_ 1) | > 

=| j=! ¥j—1 x j—1 

non xj 
2 

< +1 \ (A (x ty YK 1 s)) dsdt, § и о — 

bo 

2 

*] же 
{—1 1=1 ххх. 

‘52 

—K (x1, ))u'(m) dsdtdn ! < 
2 

ESS J ( ке. 1 0- 
=|] j=! И xj-| art 

— K(x 19)" dsdean ( ( Fw’ (ny? dsatan, 
Xjm1 *j—1 xj—l 

( О ке _ 1 )— 
ae 

ВУ (В: <вУ У 
i=l i—> (=| j= = х. 

—K(x,_ 15s) dtds Г и. (3.50) 
я —1 

Допустим 0 < а < Ч,, тогда если используем неравенства (3.16) — 
(3.17), то из (3.56) будем иметь 

  

  

ВУ их 
rt *j «i (Kk (* as 6) —K (x 1, $) | 

<ichw' ho У, | § eee lt sats < 
| - | КО _ 1 ЭК т, s))? 

<i" cipu tao S\N №, 
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или. 

h у | (RO 1'< Cine ha Роу [К (х _ 4 lh a (3.57) 
— i=! 

Пусть а = ¥/,, rorna 

hy (Ri п сим аи" oY HKG, a Olt , 
га | i=] 

т. е. 2. 

h у (Ri aS Стари УК р, о. (3.58) 
i=! oy ~ 2 rn 

Объединив равенства (3.57) и (3.58), получим оценку 
а 

ву (R® ион 7 “hu Bod МК 1, ОЙ о, (3.59) 
{=1 {== 1 2 27° 

re O0O<a ‘< > 

Сейчас рассмотрим случай, когда а удовлетворяет условиям 
1/, < а=< |, тогда, использовав неравенства (3.16) — (3.17), из 
(3.56) получим 

  

  

h у (RY P< 
i=) 

n *] ¥j (K (x _ J? о —K (x 1’ s))? 

«Си ХУ | | ее IE sats < 
i=1 j=1 — 

xj—1 ¥j—1 

n n *j *] (К (eas 0) — К т, s))? 

< Св" [шо У, У \ | Te ТЕН - 454$, 
i=) j=1 . — *j—1 *j—1 

h у (Ri iPS < Ст | и’ [о у h | K (т, С) [са (3.60) 

i= 2 i=1 

Оценим второй член (3.55), 

‚ии I ee y om) i=1 х—1 

aC ( ( (и’ (п) — м @)) aa) < 
Xr, X pny * j—1 *j—1 Ш 

п п * *j ° 

т ке, s)ds | ивы = 
xj—1 x j—!1 " 1 
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пт /. Я] ухо ло с. 

У (3 \ Ki, 9) «)( {| ое див < 
| 2 х—1 м 

2 

non 2 x} + 

<ESa( ке 14 Го рано х 
1 |= #1. | Xj т | 

*] C 

x | | wm—w @)ande< 
*;—1 * Ш 

~ 9 

n xj xj 

<У: = ( Ids [Kee 294 ( ( l2dyd0 x 
i=1 j=1 xj! xj] Xj—1 ¥j-1 

| x} | пт ХХ] 

х | (мого нвУУ | Ка 1, 94х 
Xj—1 Xj] {=1 |=] x;—1 2 

х | | иди ©)? ands, 
х|—1 Х;—1 

п non “JF 

AYRE вУ { K(x 4, s)ds x 
= 9 =. (= i— ~ > * j—-1 

Xj xj 

x f tay =u" yen. (3.61) 
*j—1 ¥j—1 

Пусть 0 < a <'/,, npumenns (3.16) — (3.17), из (3. 61) получим 

h у (Re WS САН” У у JK (x Эля x 
i=1 j=) 

xj Xj 

  

  

J 
’ (т) — и (9))? х } J ee In—8 PP dnd < 

x j— Хх; — 

h 11 

хот УК, ЭР [| и, 
(=! 2 0 0 

A (RPP Cine YY AIK (ey 8) фо [м I (3.62) 
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Если a = И/,, то использование тех же неравенств дает 

ву (°С шв УК БОЙ и. (3.63) 
= 9 35 ya i=] 

Объединив (3.62) и (3.63), получим 
261 

—,(% 

ку (Е 1S Cine | In = ШОУ МК 1, Оль (3.64) 
2° i=! 2 i=l 

где 0<а <- —. 

Если М. < & < 1, то из (3.61) получим следующую оценку: 

(2 о h у (вси у К Ола х 

Хх | 
(и (1) — uv" (8))? 

n _ 0 1-20 
ху | 
1х, 

| — 0|'t?* dyde, 

ВУ (КО С У AIK (x, 1, Оби Во (3.65) 
t=! 2 . t=!) 2 

Оценки (3.59) и (3.64) подставим в неравенство (3.55), что дает 
28 | 

IRbo,< 2(cinet® Inkl > Ju’ Bo АК, Dh ot 
{=1 

26 | 
—,% 

+H Inkl "wf YANK, 1, Olea), ro | 2 

oh, 

IRlo, <V ICA | nh] “(v la. SAK (x dy ft gt 
2 3 i=] 

1 

2 

УК, вле) (3.66) 
i=1 

Учитывая (3.52) и (3.66), из (3.50) получаем 
б 1 
7% n 

реф, < CA" | In| (шоу AIK, 1 Oli gt 
{=1 9 о’ 

1 
п 2 

’ 1 мс УНКо 1. Об ‚ о<а<-, 
2° i=l 2 

| — 

где C=|A|5— V 2C, 
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Используя оценки (3.60) и (3.65) из неравенства (3.55), получаем 

[Ribo, <2 Си во У AUK (x, 150 Paget 

+ Cin SAK, 1 Ofcole’ Bah 
i=] 

~~ 

уве Ра К _ 1, Dla 
i=! 

1 
au 

n 2 

+1u’ Ba S AIK (x, 1, O fat) | (3.67) 
i=] 2 , 

Учитывая оценки (3.52) и (3.67), из неравенства (3.50) будем иметь 

пер < Ch [шва У К 1, ОВьа+ 
[=] 2 -- 

1 

п | 2 1 

tu’ Be МК 1, О] ‚1 <а<1, 
i=1 2 

где С = Ис, . 

Теорема 3.7. Пусть выполнены условия теоремы 3.2. Тогда для пог- 
решности сеточной схемы (3.48) выполнима оценка 

[=|е.ю, < СВ” [и’ [о тах | К (х, 1, 6) lato + 
‘ 2 

+ | и’ la,2 max | К (Xs С) |6, о), 0<а => 1, (3.68) 
2 

где С =      

Доказательство. Оценка погрешности аппроксимации 
в норме ||, | сх, имеет следующий вид: 

|5 [вно, < 1 А КЕ — А) № Сю (3.69) 
п 

где elev, = max lel, a |] Ja) = max > |aij|, — а: — элементы 

матрицы А. В условиях (3.51) будет ВЫПОЛНЯТЬСЯ оценка (3.52). 
В неравенстве (3.69) оценим норму | К ([6»,. Имеем 

ТЕ, — тах | К, _ 1 | = тах (| В + А 1) 
2 2 

< тах (| Кр 1+ ГИ 
é 2 2 
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[А [,ъ, < max | R® 1 | + max| R® 1}. (3.70) 
Е ГУ ис 

Сначала оценим 

тах R® 1 | = max 

  

у j (K(x 4 о — 
jal xi 

> 

  

—+ | Ка, 9 иО-иб 1% 
хр .-1 2 Го 

Of (K и. С) — 

xj—1 xj] 

< тах yA 
- [=]. h   

| | | t . 

—К 1,9) | u'(n)dndsdt| = 
2 

; * 1 

2 
  

xj Xj 

| № 
*j—1 *j—1 * 

—
.
 

_
 

и
 

  

«к (1, Э—К(, 1, 5) и (п) 414845 | < 
2 | 2 

  

-5 

Хх, Xj С 7 

; 7 max у 5 \ ( | (К т, О-Ка, 1, s))? nasa x 

j=1 ХХ; 1 
|— 

2 

«| ( Г. crim 
id Xj * 

    

  

— 

1 A 
— п 5 

> h*h h max | ( ( (K (x, 1 C)— K(x 1) §))? dds x 
P=) Xp Xj 

. 1 1 

Хх = 42 |? 

x \ (и’ (п) | <h | \ (и’)? ат | x. 
X jem] 

n ( 4% (KE 1,9—-Ke 1, 9))? = 
Ty —> a) 1-20. х тах , Що Pm [6—$]| "454$ = 
= X jm Хх —1 | 
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1 
2 

я, +5 [( 1} ат х 
. 0 

  

  

т (K(x 1, 0—-K( 1, 9% | Ft п 

х тах | —з am dtds У 1 

г: | И | j=l 

т. е 
max | R® 1 1<A*|u' ho max|K (x, 15 $) lata (3.71) 

9 25° . 

где | | " . | 
(Ка 1, 9-К@ 1,9) = 

— `` 
тах [К (х,_ 1s О ъя = тах | as cas . 

Теперь оценим 
> 

"max | R” 1 | = max S(t | j K(x, _a, 94) 
j=l of 

ие 
| 

= { } }, (и’ (п) —H yan = 

  

  1-1, 

= “iz max у 

j=! 

[Ke 23%. f р о-ва] < 
Тя | К, 1 |   

1 
п x7 = 

<a max 5) | | а | ) Ke (x ty s) ds 
j=! ¥ j—1 

кз 
= 

x 

  

1—1 

xj xj xj 
| | 

| xy oe og. > 
ens 

x | \ | В esd | ( ( ( "(и’ (п) — м’ (0))* рен = 

¥j—1 Xj—1 Xj—-1 %j—1 *j—1 *j—1 

rr tba wi | + 
= h*h? h? max S| \ Ke (x. 1, va x 

f isl Ley ~~? 

Хх = ¥} 2 

«| § J wm u (0) da = 
Xj—1 *j—1 

1 

2 1 n 

=i? max | ( Ke (x 1, a x 
xi —® ‘ j=) 1 
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1 
“2 x} xj 

(и’ (п) — и” (0))? 

| \ \ |n — 0424 пон S   

*j—1 x j—! 

1 
1 

1 1 2 

< 2 max | К? (x, ', 5) | x 
г ~ 2 

  

1 

11 2 

(и’ (1) — wv’ (8))? x | О a У, 
00 1 

max|R? 1 |<A*max|K(x,_ 15 Ollocalt’ lana (3.72) 
t 9 1 с 

Оценки (3.71) и (3.72) подставим в неравенство (3.70), будем иметь 

IR loo, <A" (14 bamax|K (x, 14 Эа + 
2 

+t | Ц’ |<. тах [К (1, С) llo,¢,2)- . (3.73) 

t 2 

Подставим оценки (3.52), (3.73) в (3.69), в результате получим 

[2 со, < СИ” {мо тах [A(x 1, 5) la.t,@ + 
| 2 

+|u'jaamax|K(x, 1, Ohta}, O<e<1, 
t 2 

где C=|A| Tu=7: Teopema noKasana. 

В сформулированных выше теоремах при оценке погрешности 
использовались нормы | и о, | и’ що, | и’ а, [и [.о. Выразим эти 
нормы через правую часть в ядро. В этом случае погрешность аппро- 
ксимации будет зависеть от начальной информации — от ({ (х), К (х,б)). 

Из (3.1) получаем 
1 2 

и? (х) = р \ K(x, Qu dt + Tr) < 
0 

1 1 ' 

«2 [кв 946 (и (© + Pin), 
0 0 

откуда следует 
1 11 1 1 

(дах? fief J (x, £) ded | ий (0) at +S Pe | , 
0 
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Перепишем последнее неравенство в виде 

Шо < 2 [К (%, 6) Блох бо 21, 

(1 — 207K (x, 5) охо [и бозЗ2 бо 
Окончательно имеем 

[и р. < 2. (1 — 2А?| К (х, О Вахе). (3.74) 
Предположим, что выполняется условие 1 — 24? | К (х,О)рохо > 0, 

тогда из (3.74) получим | 

ИЛИ 

1 

| ЗИ 2,2 (1 — 2А2|К (х, 9 реже) °. (3.75) 
Для оценки | и |,о рассмотрим разность | 

(u(x) —u(s) =) (K(x, 9— К, Эно (9 — 19). 
0 

Возведем ее в крадрат и проинтегрируем, тогда 

| (u(x) —u(r< 
1 1 

<2 | К, Э—Кб, 9 at | w (f) dt + (F(x) —1(9»| | 
0 

11 111 
\ (и (x) — u (s))? dxds <2 jar | ( fee ee dxdtds x 

000 

    

|x —s jb 20 

  

11 

— 3 «fu ож-) | 19-19 ind, 
0 0 

[и.о < 2 (А? [К (х, &) la.2.0lllo.0 + | fla.a}- (3.76) 
Подставив (3.75) в неравенство (3.76), получим 

[ина < 2 (^2[ К (х, ©) [ля 2 [Но (1 — 22| К (х, О бака) +1 flea}, 
(3.77) 

ИЛИ. 

т. е. 

[и.о < И? {242 (1 —2А2| К (х, ©) [баха) | K (x, ово. 
2 Аналогично получим оценку | и’ [ о: 

L 
2 

1 

u! (x) —u' (s) = 44 (Ke (x, 9 — К; 6, uO d+’ ()—f' 9) 
0 

ww) —w' OS 

<2 р aK, (x, t) —Kil(s, ож (0) a + (F(X) —F "It > 

165



  
  

[1х — 512% — 5129 

1 

«нож 
0 0 

(f’ (x) — f’ (s))? dxds, 

11 111 , 
3 || (= NM ео [arf { (Ky (ts OK, 9) dxdtds x 

00 0 

1 

\ | x — $1129 

[и [ло < 2 {А | Кх(х, 5) Ва ше Е [Р ,я}. + = (3.78) 
Оценку (3.75) подставим в (3.78), после чего получим 

|’ Jaa <V 2 (207 (1 — 202K (x, £)floaxa) | Ke (%, 5) жа | [бью + 
1 

НР - (3.79) 
Для квадрата нормы будем иметь 

  [шо = [ибо + ЦЕ и О A dtds =|uBotlul.g (3.80) 

Используя (3.75) и (3.77), из соотношения (3.80) получаем 

[мо = 2(1— 24? | К (x, 6) l.exa) If loe + 

+2 {242 (1 — 2% К (х, О,ахо) | K (% 0) axel fla + If lee} = 
=2(1— 22| К (x, 6) {o.exa) If loo + 

-- 472 [К (х, ©) [2.2.0 (1 — 207] K (x, 6) l.0x0) I fllo.e + 21 fle = 
= 2(1— 247 | K (х, О [ваха) | flo (1 22| К (х, О вк) + 2] f [za - 

T. e. 

[ив < И2 (И — 20°] K (x, 6) faxed IF fa (1 + 22° K (2, Око + 

+f kaa), (3.81) 
и наконец оценим 

и Е о = [и [бо + м’ Бо = Fw (€))? dx ++ {fe ee aE dxdt, (3.89) 

для чего потребуется оценка нормы |и[ о. 

Проделаем ряд очевидных преобразований 
1 

и (о = А (К, (х, Био, 
0 

| ЗИ | 1. | 

(u' (x)? <2 ia (Kx (x, 0) de | a2) de + (f rh, 
0 0 
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ИЛИ 

| 11 | 1 1 

\ (u’ ())Pdx<2 р | (Kix, OP dxdg | u® ag + |9) | ; 
0 00 0 0 

что приводит к оценке 

[м в.а < 4^2| К .охо (1 — 2А2| К (х, О Воже) | ГВю + 21 В.о. (3.83) 
Подставим (3.79) и (3.83) в соотношение (3.82), в результате получим 

| 4’ но < 4? | Каха (1 — 24| К (х, 6) foexa)™ If lie + 21f' oe + 
+ 442 (1 — 2А2[К (х, 6) o.axa) | Kx (%, 0) laxal ба + 2 f' lo = 

= 442 (1 — 242K (x, O)[b,0xa) If loa (IKe(%, O.exa+ 
+ [Kx (x, Эко) +2 (Рю Ра). 

Введем обозначение 

IK (x, О ena = | Ke (x, око +1 Kx (x, С) хо, 

тогда будем иметь 

u' Jao S402 (1 — 221K (x, ©) axa) К» (х, © блохо| Га + 21 о, 
Окончательно получим 

uw’ во ЗАКА — 2А# [К (<, ©) axa) 1К, (x, Оля Ва + 

РЁ) , (3.84) 
где 

IK (% 0) fase = 

= || (x, Окс + Ks а rie OF ата 
Сеточные схемы для интегральных я с монотонным опера- 

тором. Пусть в уравнении 
1 

u(x) =A) K(x, ди dt + F(X) (3.85) 

  

интегральный оператор с ядром К (х, # монотонный, т. е. 
11 

(Ки, и) = \ } К(х, Qu()u(x)didx>0, VuEL,(0, 1). (3.86) 
0 0 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема 3.8. Пусть К (х, ВЕД. ((0, 1х (0, 1), 
Г (х) ЕЁ. (0, 1), ^ < 0 и выполнено условие монотонности (3.86). 

Тогда уравнение (3.85) имеет и притом единственное решение из 
L, (0, 1). 
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Доказательство. Сформулируем задачу (3.85) как вари- 
ационную. Пусть | 

1 | 
11 

au, w) = Ju (eu) de— a) | Ко Qu ww dae, (3.87) 
1 

(и) = } од (дах. 
0 

Вариационная задача формулируется следующим образом: найти та- 
кую функцию и (х) ЕЁ, (0, 1), которая удовлетворяет тождеству 

а(и, и) =1(и), УвЕГ, (0, 1). (3.88) 
Нетрудно убедиться в справедливости неравенств 

а(и, и) > и, а (и, в) ЗИ ЙА К fo,exo] | 4fo.2 | aloe, 

(р) [Рю |. 
Таким образом, выполнены все условия леммы Лакса — Мильграма и, 
следовательно, теорема доказана. | 

При аппроксимации уравнения (3.85) сеточной схемой желательно, 
чтобы последняя имела второй порядок аппроксимации и сохраняла 
свойство монотонности. Это можно сделать с помощью специального 
усреднения. Введем усредняющий оператор Т»х вида 

x-+h 

T*(u) = se J h—le—El)u@ db (3.89) 
Данный оператор, носящий название оператора точных разностных 
схем, нашел широкое применение при построении и исследовании раз- 
ностных схем для основных задач математической физики (см. [72] 
и приведенную там литературу). Своим названием оператор Т обязан 
следующему свойству: 

T* (u") = uj, (x). (3.90) 

В дальнейшем нам понадобятся и другие свойства оператора Т%», ко- 
торые сформулируем в виде двух лемм. 

Лемма 3.4. Т%х (и) = и(х, Уи (х) Ел, где л, — множество 
многочленов не выше первой степени. 

Лемма 3.5 Пусть у (х) — сеточная функция, определенная на 
wo, и (0) = и(1) =0, тогда справедливо тождество 

(Г (Е ®, у) у= | ЕФУ® 4 
0 

для любой функции Е (Е), интегрируемой на [0, 1], ede 

(и, у) = У 1 (ху (>), 
xE@ 

y (2) =y (x) —(x—B ye (x), ECLX—A, 41. 
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Доказательство. Имеем _ 

X+h 

(T*(F(®), y) = Nha | ви F @ ty (2) = 
xEW х— 

| х-в 

“Lt ly (x + h—®) F () d&y (x) + J e—nF@due+i|+ 

т РОУ р (—ЭР® (1A), 
Отсюда с учетом нулевых краевых условий для сеточной функции’ 
у (х) получаем утверждение леммы. 

Выберем в тождестве (3.88) в качестве пробной функции следующие: 
выражения: 

0, O<t<x—h, 

“om —|x—§|, |E—x|<A, 
0, ХЗ 1, 

тогда с учетом (3.89) получим интегральное следствие 
1 

T* (u (8 =" | К, ud и) +7" (©), хо, — (3.90 
0 

которое является основой построения сеточной схемы вида 

(4) =a 7" (Ke Дот, ЕТ. (3.92) 
xj] 

Справедлива следующая лемма. 
Лемма 3.6. Сумматорный оператор сеточного уравнения (3.92) 

является монотонным. 
Показател ьство. С помощью леммы 3.5 получаем 

ry, ( К(Е, to(t)dt, o() = ке 05046 © &>0, 
x j—| 

что и требовалось доказать. 
Если представить сеточную схему (3.92) в векторном виде 

Av = @, (3.93) 

roe v=(u(x))it, P= (T! (Ру = (9 (x) Pat, 
" =) . \ 

(Av); = v(x) —A > r*( \ К (Е, ду ($) i , 
x: 
1—1 

то можно показать однозначную разрешимость системы. Действитель- 
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но матрица А является положительно определенной, т. е. 

(Аи, 0) >|, 
что просто проверяется использованием леммы. 

На основании известных результатов (см., например, [111, с. 134], 
получаем существование ограниченной обратной матрицы А-!, при- 
чем 

JAT ISL. (3.94) 
Тем самым доказана следующая теорема. 

Теорема 3.9. Пусть выполнены условия теоремы 8.8, тогда система 
линейных алгебраических уравнений (3.93), а вместе с ней сеточная 
схема (3.92) имеют решение, притом единственное, для которого 
справедлива априорная оценка | 

[9 0.о < |Ф|,- _ (3.95) 

Замечание 3.1. Правую часть в неравенстве (3.95) можно оценить 
з явном виде через |] [с,э. Действительно, 

1 

[O50 ae 
__ | 0 

рр, < 

  

He OE 1 Ф, 0) | 
о = Р-р, = SUPT, 

f ^ /s 

\ ty | [о (©)? a| __ 
0 10 

Перейдем к исследованию точности сеточной схемы (3.87). Введем 
погрешность | 

2 (х,) = 9(х)— и(х), t=1,n—1, 2(0) =z(1I)=9, 

тогда из (3.91), (3.92) получаем 

п | ~ 7 

z (x) = г“ } кс, 02(0 i +R, (3.96) 
i= | 

  

  

x j-1 

где 

n j . . 
№=^У г" { К®, PaO —u@lat—[a(x) —T" w), 3.97) 

j=l . Xxj—1 

или в векторной форме 

Az=R, Ю= (В. 
Согласно (3.94) для погрешности 2 получаем априорную оценку 

|Z loo <I] hoo, (3.98) 
H3 которой уже можно установить скорость сходимости сеточной схе- 

мы (3.92). Справедлива следующая лемма. 

Лемма 3.7. \/ и (х) ЕЙ! (0, 1) выполнима оценка 

| Вр < МИ [и р+аю, 05951. 
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Доказательство. Используем представление 

x Xx 

^ _ 1 , , | u(t)—u(ty= | J Ш —и @lakdn, —x—A<t<x, 
t x—h 

с учетом определения нормы |: |х,о будем иметь 

^ pire 

max {4 () —4()|< | tan OAK. (3.99) 
(€[x—h, x] 

На основании определения А, и неравенства (3.99) получаем 

п * 

пы“ ($ IKE, ЭПи О — и 01а) — и) |5 
j=l *j—1 

ltan*; fs pita 

=> | A | AT \ [^ (Е, t)}? at [и lh+o,2 + УЕ | и а хе , 
0 

1 1/2 

т (j [К (Е, ое 
0 

или с учетом замечания | 

откуда следует 

| u l1+o,0 | А, | ++ | и ро 

9,® .       
Rho <V 2a | 

[Rho <V2N*{V 2A KE Dhoxa+V2}|u hin. 

Здесь npH olleHKe dyHKUHOHata T*! (uw) — u (x;) Obla HCNOMb30BaHa 
лемма Брэмбла — Гильберта. Лемма доказана. Лемма 3.7. вместе 
с оценкой (3.98) и теоремой 3.8 убеждают в справедливости следующей 
теоремы. 

Теорема 3.10. Густь выполнены условия теоремы 3.8 и 

ГК» (х, Mlana<oo, Ги“ (0, 1), 
тогда точность сеточной схемы (3.92) определяется оценкой 

[ибо МВ тие 0<а<1. 

Замечание 3.2. На основании известных теорем вложения \ (0, 

1) < СЮ, П при 0,5 < Ки, следовательно, для и (х) Е У“ (0, 1) 

имеет смысл и (х,) УжЕои все выкладки, встречающиеся в дока- 
зательстве теоремы 3.10 и использующие величину UV (x,) — и (х,), 
являются обоснованными. Заключение теоремы останется справедли- 
вым при замене Т» (]) на ] (х). 

Замечание 3.5. Если гладкость решения. интегрального уравнения 

(3.85) ниже, чем № (0, 1), вместо сеточной схемы (3.92) можно приме- 
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нить более простую 
м xj 

v(x) =a N— J | КС, дао (х) + 
j=! *j—1 *j—1 

xt | 

( f@at, i, 7=T a, (8.100) 
Xj—1 

имеющую первый порядок аппроксимации. 
Интегральное следствие, служащее отправной точкой для построе- 

ния и исследования сеточной схемы получается из тождества 
(3.88), если в качестве пробной функции взять выражение 

0, Ox<Exx—A, 

H®= + {1 ОЕ, 
0 xxSE< 1 

И оно имеет вид 

Xt x; 

= J) 4@a= 1 | ГК даа + 
*i—l xj—1 0 

ot __ | 
+ | f@d, i=Ta. (3.101) 

vj—1 

Если ввести обозначение и (1) = 9 (х/), х- < 1 < х, то по аналогии 
с предыдущим можно показать, что сумматорный оператор в (3.100) 
является монотонным и, следовательно, сеточная схема (3.100) имеет 
единственное решение, удовлетворяющее неравенству 

о, |, 

Будет справедлива следующая теорема. 
Теорема 3.11. Густь выполнены условия теоремы 3.8 и 

|А (х, ла < 00, f(x)EWs (0, |), О0<а= |, 

тогда точность сеточной схемы (3.100) будет определяться оценкой 

x 

— | чо 
x—h 

—
,
 

< Mh" |ula,9 O<axl. 

0,@ 

v—— 

    

  

Доказательство во многом сходно с доказательством теоремы 3.8, 
поэтому опускается. 

Замечание 3.4. Изложенные результаты распространяются на не- 
линейные интегральные уравнения (Гаммерштейна, Урысона) с моно- 
тонным оператором. 

172



$ 4. Решение нелинейного интегрального 
- уравнения Гаммерштейна 

Рассматривается интегральное уравнение Гаммерштейна 
1 

NAV K(x, DFG uO) at + F(x. (4.1) . 
Справедлива следующая теорема существования [50, с. 375, 400]. 

Теорема 4.0. Пусть К (х, ©) — измеримая по совокупчости аргу- 
ментов функция, принадлежащая пространству Г. ((0, 1) х (0, 1)). 
Пусть далее функция 

Е ( и) (6Е(0, |), — © <и< о) 
1) почти для всех СЕ (0, 1) непрерывна пои и УпЕ (—о°, 00), u3- 

мерима по & на (0, 1) (условие Каратеодори); 
2) удовлетворяет неравенству 

[Е (5, и) | <а (9 и], 
где а (5) Е [.. (0, 1), В — постоянная; 

Uy, UyE (— oo, со) и бе (0, 1) выполняется условие Липшица 

|Ё (5, и) — Е (5, и) |< [2 (0) |: — и» |, 

где функция Г. (5) измерима, и 
Уз 

^- (1 ко, 9 вах <. 
Тогда при |^| < Аир (ЕТ (0,1) уравнение (4.1) имеет 

в [.. (0, 1) единственное решение. 
Сформулируем следующую теорему. 
Теорема 4.1. /Густь выполнены условия теоремы 4.0. Если | (х) Е 

Е №>, 0 < «< 1, а ядро удовлетворяет неравенству 

1 | т 
] 2 

к (х, Обохо + | || и * = ea oy inayat << 00, 
0) 

тоеда и (х) © W5,0<a<l. 
Доказательство. Рассмотрим оператор 

1 

  

Ти = Ра = | К ОРС, и). 
0 

Для него имеем 
1 1 1 “2 

| 
2 _ 

F F ITulee = |F (x) о = | Е(х)Во- \ \ = (F (x) — er dxdy | — 

0 . 
1 1 

~ If (fe ОР, и) 2) dx + 
0 0 
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I .. . 1 

(ко. ОРС, и (9) «— [Кцу, О | 

+ 0 ии dxdy( = 8 — ур 
  

1 
2 

| K(x, ORa+ 

  

1 

| FAC, w() at 
0 . 

1 
111 5 

+[( (K (x, p= igor веду . 
00 0 SO 

поэтому и, (х) Е 3 (0, 1), O<a@< 1. Teopema noKka3ana. Moctpoum 
дискретную cnporenmaulitio уравнения (4.1), для этого проинтегри- 
руем его на отрезке х;:— < хз хи: 

  

Xx{ 

+ № вы | K (x, Dade Gu@)dt +z ( f(x) de. 
xj} xj—1 

Интеграл по & разобьем на п частей: 

xy 

a) Ke Dax ue) db + 
xj] i=l wy Xj_4 

x; 
] 

+= \ f (x) dx. | (4.2) 

xj] | 

К ядру К (х, © добавим и отнимем величину — L K (x, 1) 4Ё, тогда 
—1 

формула (4.2) преобразуется следующим разом a 

_ ( ока Ув ( ( К (х, рана х 
xj} xj—1 Xj—-1 

xj Ж xj a 

x(t. J Fe wena ead | [ко t)— 
*j—1 Xj—1 *j;—1 

—+- ( K(x, о] u (0) dxdt + + j f (x) dx. 
*j—1 xj—] 
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Введем обозначения` 
Xf x} 

Аа | | K(x, tdxdt, 
*j—) *j—} 

Oy xt Xj 

= Ух). (ко. о + Jee nat) Fy и (9) ахаз. 

Тогда получим соотношение | 

-- ( wayden 2S nay (t | Е (6, и ede) +0 + 
Xj] j=! | 

( f (x) dx, 
xi—! 

откуда следует 

xj x] xp \ 

7 } u(x) dx = лу вым (+ \ F(s, -- | и (5) is at] ao 
xj} xj | 

x 

40S hay + \ (Fe wey F(t -- \ вые 45 -- 
J j=! x j— | *j—l 

a 

HAR + | Нах 
*j—} 

Введем. далее обозначение a Soule | ever fone) 1 j=) Xj 

тогда 

( п Е | -- | ока [+ \ (| Г ча) «) + 
*j—| xj—| *j—1 

| x 
+ AR! EAR, + | fla) dx | (4.3) 

* 1—1 

Отбрасывание остаточных членов приводит к линейной ‘алгебраихес- 
кой системе 

n *} *t 

wah Shu (ap (FG ode) +5 [о (44 
j=l xj—1 | 
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Из (4.3) вычтем (4.4) и введем обозначение 

u(x)dx—v, i=1,n, (4.5) 

тогда получим 
xj xj 

на м, [+ | (= -- | 98) FG vp) a) + 
*j—1 *|—1 

+ AR") + AR,. (4.6) 
Пусть функция Р (&, u) (E€ (0, 1), — 0 <u < о) почти при всех 

Е (0,1) имеет производную F, (E, и). 
aia теорему Лагранжа о конечных приращениях для функ- 

ции РЁ (&, + Г и ($) 4$), тогда будем иметь 

xj xj | , 

Е | -- \ и ($) | = F(¢, v) + |+ | и ($) 48 — 7 F,(€, 1), (4.7) 
& jm) ; re i | i-! 

1 
—- \ и ($) 43 = Ту =5,, 

¥j—| 

а Е (С, и (©)) — непрерывна и непрерывно дифференцируема по и. 
Подставим (4.7) в (4.6) и используем (4.5), получим 

j=] ] Xj—) 

&; = А у haves ap ( Би (С, 11) | -|- лю) + AR. (4.8) 

Введем обозначения 

xj , 

в, =-- | Еи (6, n;) a, 

*j~| 

1—AhB,A,, —AhB,A,, ... —AAB,Ain 

А=| —^ИВ А 1 — ЛАВА», ... — ААВ, Аз 

5 лв An — MAB, An2 eee l — ЛАВ, Аян 

= = (21, ..., Е e,)', R=(R+R,, +Ю,, ..., RY + R,). 

В этих обозначениях система (4.8) примет следующий вид; 

Ae = AR, 
или 

[ов < [АА р, (4.9) 
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Покажем, что матрица А имеет обратную ограниченную матрицу. 
`праведлива следующая лемма. 

Лемма 4.1. Если |^| В|К (х, Ор,охя < 1, то матрица А = EA, 
обратима и справедлива оценка 

18 -—о, (4.10) 

где В = тах шах | В,| ® = [0, 1], 9=| А. |. 
гм | 

Доказательство. Матрицу А запишем в виде 

А — E— A; 

где Е — единичная матрица, а 

ЛАВ Ми ... ААВ, Ат 
А, = (и... |, 

я ВАН eee NABAnn 

Если покажем, что | А, | = 9 < 1, то теорема будет доказана. Здесь 
[4,1 — спектральная норма. 

1 

2 
Рассмотрим сферическую норму М (A,) = > < У Qi; ' ‚ ye 

= 1 7=1 Я 

а;; — элементы матрицы А.. 
Справедливо неравенство 

    

| Ai ISN (A). 
Рассмотрим = | 

1. хх My | 2 ft. 

С 2 2 a = 2 wiay=(¥ aul (У А — в, | \ K (x, t) dxdt ) < 
i,j=! i=| j=! we х |—1 

x x a 

| С К (х, раза)" < 
X¥j—| *j—1 

п ] n 

<I18(5 у 
=] 1—1] 

  

> 

1 

11 2 

<iaia({ {x «deat =|AIBIK (2, 0) axe <I, 
0 0 

g=|A,|<N(A)<IAIBIK (x, О охо < 1, 

поэтому , 
—1 

la isq=y° 
Лемма доказана. 

Теорема 4.2. Пусть функция Е (Е, u) (6 € (0, 1), —wo<y < о) 

почти при всех СЕ (0, 1) имеет производную Е (5, и), выполняются 
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условия леммы 4.1 и теоремы 4.1, тогда имеем оценку 

еб, 3 СВ” {4 (О Ба ИК (х, Эн-альо лью [и (0) [о + 

+IFG HO) Maol(K (% Dh-aral?, O<Sa<y, (4.11) 
° 

Lebo, < CA" Ink] (IL © Bal KG Dlonali,al 4 (© fae + a | 
НЕС, (О) ко К @Okeal?, a<e<l, (4.12) 

206 

1 

| - .. 

’ с ~~ ’ 2 

[К (х, C)i—a,2,2 = | |< К : ) ae cat ’ 

00 

  

||   | K (x, 9) [со — 12а 

СЕТЕ 
\{\ (K “ aK t))? dxdtdt, | 

000 | | | 

бав — символ Кронекера, С = |^|| a V2. 

Доказательство. В неравенстве (4.9) оценим 

IR oo, = A x (RO +R) <2 (У У (ВА у (R;) ‘).. (4.13) 

Оценим первое слагаемое в (4.13): 

кури у | due J (FG He) — 
1 xj 

M
e
 

t=] | —1 

"(5+ ( “вв < 

x j—| 

п п. ( *F , xj 42 

<n ait [Fe wen—F (tz \ u(o)ds) || < 
i=|1 j=!) | Я ]—1 

non xj 2 od | 

<УУ(= ( | К (х, 0 axa h | [Ре 

i=] j=1 xj—1 Xj} | * 1—1 

—F | - и ($) is}) dt. 

| | 1—1 
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Так как Р (Е, и (5)) удовлетворяет условию Липшица, то 
xy | 

Е (С, ey F(t = (| Hs) < (3 
xj—!) 

*j 

и -—-- (и) 4 
xj—} 

  

  

  

поэтому tee 

вул Оо J ( © — 
Е хх 

аа &< 

< (о ay у ( ( K2 (x, t) dxdt X 
PSNI! egy xj 

x (ft tu) —u(9)as) at dt< 
xj—1 \*j—1 | | 

<> me fumes у ( (Ks, > asa 
i=] j=! Хх. 

  

  

xj xj | 
| 

(и (5) — и (5)? 

| Рая и 
или | 

ву RD Ho можу у Г [K (x, неа х 
= 

fl fl yt to) 

* Г т“ о matt dtds, (414) 
Xj] a 

Г: ть" 

где [К (х, вы << — ( kK? (x, С) df... и т. А: 

*]—1 

Если 0 << —- : | 

ot i— h x р <h’ 42 ©) "2 x и К (Xx, OR. : Е х 

i 1 

  

4 И 4 0. — с а fe 12 © &=— < 

хр Х|—| , - т cae 

nL (5) lo,a [К (x, Oho t,2 Bas, Q | u 6 Bo oe , (4.15) 

oye 
;



Здесь 

  

11 
. 9 K — K (x, f 
К (х, Б)-одье = {J At, т Ae dtdt. 

66 
] 

Если a = -› то из (4.14) имеем 

n | о 
< = и (5) ay у ( | К? (х, 0) dxdt x 

i=] i=1 j=! Xj Xj 

  

x ( Г (и oe —U (s))? dé ds. . 

—s|? 

Xj—| jm). 

Используем (3.16) — (3.17), в результате получим 

икру < jeoss Г jie t) dude x 

  

  

[=] Xfm 

*}—1 Я]—1 

- |2 Ох у f ГК ной f С и ав < 
Хх, Xj] Xj—| 

<fL2 at | INAPIIK (x, Dloeali gle OL gy 
0 2 °° 2’ 

AS (ROP <A IAL OBAMK &% Olonali lM Obig (16 

Если + <t< |, то будем иметь 

, о. (RY)?< ae jus (t) ay у { С K? (x, 1) 4х х 
| f=! 1=1 1х1 

x] я 

x { ( @ «у dtds< 
,—1 5—1 

  Sar Le fi «у | K? (x, а of ; Ter dtds< 
Xj—1 *j+1 
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x x 

  

n *] “\\3 

<n { РО&У [Ко Одно | | о sae < 
j=! xj 1 xj—1 xj—! . 

<A h [ L? (6) do (х, Обо дю [и (©) Во < 
0 

. > hs | Г Е 02 2 [К (х, О, x,Q о, G8 | и (5) |. о, 

т.е 

h x (RY)? < Wh [Г (© бо [К (x, Slo, x, Beal и (5) ай (4.17) 

Оценим . | 
n non x] xj х x) 

AY RY SVN Ge Sf PGema s § ( Kwo- 
i=1 . i=l j=l Bp Xj—1 Xj—1 *¥j—1 

— K (x, t))? dxdtdt. (4,18) 

Iyctb OS A< > ‚ тогда будем иметь 

on п п *] | | 

ву к <УУ f PG ewe) at x 
i=] i=1 j=! х 1 

xy Хх} x; . | 

, 0 —K (x, 9)? _ 
x | \ os rma 16 —t)'t—geatde 

Xj_y Xj Xj—-1 

п п *] 
ра у у \ Е? (Е, и (©) ах 

i=1 j=! xj . 

j 
| (К (х, 5) —К (х, 0)? dxdtdt. | 

x 1—2 —09 

Xp_—1 Xj—1 Xj 1 

Используем (3.16) — (3.17), благодаря чему получим 

AY Ry SAME, uO) 0 Y ( [К ОЙ ево 
hy 

«ИЕ (С, и (6) о IK (* Qh—atolace DI, 

h у ЮВЕ (и (®)) во [К (х, Оп-одоЁ хо. = (4.19) 
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1 
Если = >, то будем иметь 

i=) 

n пт “i 

AYRES GR YY 3 PG ude x 
| | i=l j=l xp 

xi *} _®] 

  

®Ы—1 *¥j—1 *¥j—1 

111 | . 

«тие ($, и (Е wal {\= a aE dxdtdt, 
00 0 

  

в (ВАР, и ral K OI eo (4.20) 
, i=!) 

где 

  

11-1 ; 

От [ие ие 
27006 | 

Если + <a 1, то 

  ‘<a yy | Ри)» 
i=l j=l ge 

t J | 

- | (K (x, 0) — K (x, 1)? 2a, 

Xj—1 ¥j—1 * j-1 

х; хх. 
ов тп J. _* | 

1 plteap yin ce rey ie | (K(x, )—K (x, 0) киа У | | | ин x   

PST IST yyy xj xp 

x: dxdtdt Sh | F (Cu ())laalK % Olxea 

A ds (Ri? < | Е, и (0) Еее [К (х, 0) со = (4.21 

Пусть OS a< = тогда если в (4.13) подставим оценку (4.15), (4.19), 

то, получим : 

ГА в, < 2 { в" ©) lal (K (*, О-о Вью (6) [о + 

ЕС и (О) Во ПК (х, Ооо, ко}, 
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T. е. . о. и и. . А, 

IR lo, <V 2A" {IL (f) foal [K (x, О-о хе [ и (5) [ве Е 
1 

+1F G4) Bal (K (2 Ohara besa)? (4.22) 
Допустим & = >, тогда если в неравенство (4.13) подставим (4.16), 

(4.20), то получим - 

IR Bo,<2 ОБА бык С ав МОП + 
TAIINAPLE G uO) EL [К O11 eal 

т.е. | a 

Ар, < И 28? Пай (12 ОБИ (%, Овна + 
1 

2 12 (©, #0) п о1К 5 [о (4.23) 

Пусть, наконец, —- 5 < &а < 1, тогда в если в ` (4.16) подставим оцен- 

KH (4. 17), (4. 21), TO syne иметь 

1 ‚< 2 ("| (О а (K (*, роса (0) Po + 

AMF, 0) fol K (% 6) Ita} % 
или | И”. 

| А ре, ЗИ 21” {11 (БЭК (х, Ола а | и (© о + | 

НИРС, «Око К (, Оха} *. (4.24) 
Учитывая в (4.9) неравенства (4.10) и (4.22), (4. 23), (4.24), получаем 
неравенства (4.11) — (4.12). Теорема доказана. : 

Исследуем интегральное уравнение (4.1) в провтранстве И (0). 
Справедлива следующая теорема. 

Теорема 4.3. Пусть. выполнимы условия теоремы 4.0, f(x) € 

€ Wy (Q), adpo K (x, &) удовлетворяет неравенству’ 

|K (x, С) [хо + | Ky (x; С) |. х, о < ©°, | (4.25) 

| 111 a 

— 
: 2. 

К (%, Оха = | (т, O)Inoxa + | | (K (x, ©) :0-к (, о акае| ^^, 
0 0 

|х — 

где 

  

тогда решение уравнения (4.1) и (x) CW wite (0), 0 <а<1. 

183



Доказательство. Для оператора 
1 

Tu =| K (x, 0 F (6,40) at, 
0 

  

  

  

имеем 

| Tu | оо о = | Ти lhe -- (a (Tu (x) a dxdt +- 

4 as 
((Tu (x))’ — (Tu ())’)? ° +f Te ана 

ИЛИ 
1 

| Ти toa = | (te ОЕ (5, и (5)) it) ax -- 

| | ` ] 1 _. 

+|({ Kx (x, 0) F (6, 4) «) ах 
0 0 

2 

| ua (fae 0) F (6, пож кто =) 

t ia dxdt +- i rT 

  

1 1 2 . 

11 (| К» (х, 6) FG, 4 (6)) &— | к; (t, SF (G, и (5) «) + 
0 0 

+} ТЕ in| < 

11 : ! 

> K* (x, 5) ахаё \ Е? (5, и (5)) аб + Jee oes) 
11 1 

4 | (K’, (x, 6) dude |F БО. 

  

bat | , 

| (K (x, 6) — K (t, 9)? , 

+1} ое 9 \F (C, 4 (€)) de +- 

  

ol 
| | ‚ , 1 i 

(К, (х, 5) — К, (&, §))?. , 5 

00 0 6 

11 1 | a 

Tu li4ea< | K? (x, 5) ахаб (Kx (x, 0)? dxdt + но ук ре + | [Kale 0) 
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[11 

ый (К * о ина ¢))? ~ dxdbdt + 

000 

  

о 1 1 

(к, ® 0 Ki, [С 2 d F? + = — ПЕ sit | од 

поэтому при условии (4.25) решение уравнения (4.1) — функция 

и (х) — будет принадлежать пространству W2'*, 0<а<1. 
Теорема доказана. 

Интеграл по 5 разобьем на п равных частей: 

и =^ у i K (x, ОР ) dt + F. (4.26) 
1х, 1 ” 

Преобразуем (4.26) к следующему виду: 

«ау» (+. Кс, ра (- Г 9+ 
j=! xj—} xj—1 

п Я]. *] | 
+^У | (Ko y—t | кода Риф 4.27) 

1=1 xj—1 xj—1 

Подставив в (4.27) значения х =х;, #=0, п, получим 

но быи [т | ( FG m0) de) + AR + Fe i=0,n, 4.28) 
i xj—1 

где 

1 a 
Ay => | K (x;; 1) 4, 

xj—1 

n “J ul | | 
R, = У | (x (x;, ¢) —-- | K (x; t) i Е (6, и (5)) 4, 

xj—1 

i = 9 п, ] — 9 п. 

Или получим 
п *j | | 

и (х) =^ x hAg (=: ( F (€, w(x,;) + (€ — x)) uz (x) ‘| + 
Х]—1 

АВР НАМ Р), 1=0, (4.29) 
где 

п *} 

RY = 2. hAy | ( FE HO) — FE aCe) + ssa 
*j—1 
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Отбрасыванием остаточных членов соотношение (4.29) приводится 
к нелинейной алгебраической системе 

waa Sau (| р Ри — a) ede) + 1) (4.30) 

xj—| 

Вычитая (4.30) из (2.29) и вводя обозначения 

€, =u(x,)—v,, {=0, п, | _. (4.31) 
будем иметь . | | 

а = А у Ай | > { (Р (5, и 9) + (6 — x) uz (x))) — 
j= 

xj—1 

—F (5, 91 + (5 = Хх!) (0) | + к + AR, i= Q, п. (4.32) 

Используем теорему Лагранжа о конечных приращениях для функций 
Е (б, и (5), в результате получим 

Е (би (х;) + (6 — хуи: (х;)) —Е (5, их) = 

| = Fy (6, nj (6)) (@ (x) + (6 — x) us (x) — 9, —(6— x)) 051), (4.33) 
где 

и (х) + (6 —х) и (x;) = 1/ (5) = 0) + (6 —х*у; 
Здесь мы допускаем, что Р (С, и) (СЕ (0, 1), —с° < и < оо) почти 
при всех 5 < (0, 1) имеет производную Еи (6, и). | 

Подставим (4.33) в (4. 32) и используем (4.31), в результате чего 
получим 

i 

& = ̂  у hAij (+: ( Fu & ni) (e + (§ — xj) “1 | do + 
j= eps | 

+ARY+AR, 1=0, п. 
Введем обозначения 

x; 
| 

    

  

+f Fu ny ©) L) dt, 

“i т | x —C —— 

b= {Gy O)—G—a, j=ta, 
| = 

тогда .. 

8; = А, x ЙА; {aj&; + bjej-1} + ARS + АК, i= 0, n, 
j= 

ИЛИ 

&, = АА у (Ара, + Анцавн) а + АК: + FAR (4.34) 

где а = би = 0. 
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Используя обозначения | 

А; — Ai, jj + Ai, ++, t = 0, п, ] — 0, п, 

ё = (Eo, coy en), R = (Ry -Е RS, veey Rat RP)’, A= | MhAi; lo, 

запишем (1. 34) в векторном виде 

(E—A)e=AR, © ~~ (4,35) 
Отсюда получим оценку 

Дефо, ЗТМИКЕ — А-ЧИЕ Ьь,, (4.36) 
если матрица Е — А невырожденная. Невырожденность матрицы 
.Е — А устанавливает следующая лемма. © 

Лемма 4.2. Если 
] . . > 

АИ УВК С» Эа <1, 
i=0 

то матрица Е -+- А обратима и справедлива оценка 

I\E—4)"I<4= 
где — о. | 

. 1 4 ij . 

Q = [0, 1]; ИЕ. и" = тах тах (sr | (Е (6, «ву. 
| Г и6Ё>(0.1) xj 

Доказательство. Нетрудно показать, что выполнима 
оценка 

i 

14 I<v@= (> рой" = 
. \i=l f= . о 

п тп 2 

-ы ($ YA (Agia; + Anbu?) < 
i=! j=1 

i=0 ;=0 21-1 

< |2 $ S(t (| ( Renal) + 

1 
| и | va | 

+9 [+ Ke (Xz, t) it) x 

i 

Если yw? = max (max aj, max bj), To 
j i 

1 
= 

NiA< aun {a Si Г K(x, ра = 
1—0 j=0 xj 

1 
- . п | 2 

НУ НК (а, вия] 
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. 2 2 
Найдем оценку для ws для этого оценим величины аи 61+ 

а) =(+ ( Ри (6, у ©) (1 + i) _ , 

<= | (Fe wore f (1 +4 iGnya)< 

Xp 

<a max ( (Рики =. (4.37 
uc L,(0,1) a 

Аналогично получаем 

< и, j=0,n—1. (4.38) 
Если примем во внимание оценки (4.37) и (4.38), то получим 

М? = тах (тах ат, тах 614) = и2. 
i j 

Отсюда следует 
1 

2 

Я-А «ИАЦ ВК (ro вия] <! 
’ —] | 

и’ |(Е — А) I< 47: 
Лемма доказана. 

Теорема 4.4. Пусть {(х) Е УЛ“ и выполнены условия теоремы 
4.3 и леммы 4.2, тогда будут справедливы оценки 

8. п 

lho, <C Ch In h| 2 | аи" > AIK (xp О а + 
п. 

21F (5, (9) an S| Ge 

  

aoe 6) GD Y, 

leat 
1 
2 

аа SAK ral , O<act, (4.39) 
i=0 

Lebo, < cnt! | бош а УК бы Эла + 
1—0 

9 
zt их   

+216, «ука | Ge 
о, 

A 

Фо УК, вю] 5 <а< 1 (4.40) 
i=0 
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где 

  

C=|4|—— ~V2C,, O() =F(t,u), 
1 

11 — 

(K(x, 0—K(x,))? | ? 
Кое = | ок щи. 

0 0 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
теоремы 4.2. 

Оценим нормы | и, ‘с |и’|«.о для решения уравнения (4. 1). Pac- 
смотрим разность 

u(x) —u(s) =A (K (x, 0) —K (s, )) FG, a ©) db + f(x) —F (9). 

После несложных преобразований получим 

( —и (5) (К (x, = К (5, 0)? ры и ae dxds < 2 ie yx Spe 44548 Х.     

хи и (©) + (CLO aa 
ИЛИ | | os | 1 

и. < ИЯ {№ К (х, О во Е (6, 4 (2) bo +1F (x) ee} *, 
ВиО) Во 2 (ибо + [а,), 

шо < И — 4^?[ К (х, Эркоб "2 {242 | К (х, © бо [а о - |1 (%) в.а}. 
Аналогично 

о 1 
|, < ИЯ {^? | К» (х, О вьо| Е (6, и) Ва +1 ©) Во} ?. 

Приведенные неравенства дают возможность записать оценки скоро- 

сти сходимости сеточной схемы в теоремах 4.2. и 4.4 в терминах 
апрнорной информации. 

$ 5. Решение нелинейного интегрального 
уравнения Урысона 

Рассматривается интегральное уравнение Урысона 
| 

u(x) =A F(x, Guat hy). = (5.1) 
0 

Справедливы следующие теоремы [50, см. с. 400] 
Теорема 5.1. Пусть функция F (x, Би), (х, +6 (0, 1) = Q), 

—© <иц< со, 
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1) почти для всех х, ЕЕ ® Х © непрерывна по и, а при всех и изме 
рима на ® x © по совокупности переменных х, & _ 

2) удовлетворяет. неравенству 

ГР (х, 5, и) |5 В, Ош |, 
где К (х, t) - — измеримая по совокупности переменных функция, удов- 
летворяющая условию - 

Ге (% 6) db < by < 00; 
0 

х — постоянная; | 
9) для всех ил, и их, t ЕО выполняется неравенство 

| |Ё (%, 5, и.) —Е (х, 5, из) | < М (x, 6) [и — из, 

где М (х, 6) измерима и | | 
11 

— (№2 (х, бабах < оо. у (х оды 

Тогда при |^| < _- и при | (х) 6 Г. (®) уравнение (5.1) имеет в Г. (©) 

единственное решение. 
Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, f (x) € We 

и функция Е (х, Е, и (5)) удовлетворяет неравенству 

| | 

| \\F (4 (0) dxdt + 
00 

  

111 1/5 ‘ tite FG, С, Oar Е. “oy ix <, Уи (5) ЕГ, (0, 1), 

000 
(5.2) 

тогда решение уравнения (5.1) принадлежит классу We (02), 0 < а<1. 

Доказательство. Для оператора Ти = \ F (x, C, u(C) dé, 
er . 

имеем é 

| Pelee = | Ти в.о + 

  

2 | 
( F (x, 6, u (0) dt — | F (y, f, u (C)) =) . + 

-axdy| 

( 
2" — Ши — 

-|| [ли фи (5) | dx 
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7 fre БОР, Би 9 

Сим <   

11 

< | | Ро (х, 6, и (©) dxdt + тии 
  

| 111 | | т 

+ ( ( ( (ки) — Fs & 4 (OY dxdt <o, 
lx—y| +20 

00 0-° 

поэтому u(x) € Ws (Q),0<a<l. Teopema доказана. 

Теорема 5.3. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, f (x) € We (Q) 
и функция Е (х, 6, и (0)) удовлетворяет неравенству 

*-
] 

- 

  тя (х, : , (0) axa + ( OF (x, t «© y aud] <oo, (5.3) 
0 0 0 0 

Vu (Qe L, (2), 

тогда и (х) Е > (©). 
Доказательство очевидно. 

Теорема 5.4. Пусть выполнены условия теоремы 5. 1, (XE Wit 
функция Е (x, C, u (6) удовлетворяет неравенству | 

| С, «вое [| (F (x, 5, Sai и (©)? dry + 
  

  

11 

OF (x bu) +\\C ) 4+ 

1 OF (x,t, u(Q) _ ОР, 6 и) 
к _ | aay 5.4 

f(y x ym Хау, <o0, (5.4) 

  

  

Уи (О ЕД, (52), 

тогда решение уравнения (6. 1) — функция и (x) € Wet (Q), 0 <a<l- 
Доказательство очевидно. 
Перейдем к построению сеточной схемы и исследованию ее точности. 

Проинтегрируем уравнение (5.1) на отрезке ‘хи < Хх <хи 
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представим результаты в виде 

= Lf да [3 с ( F(s t, ( as 

xj—1 Xj Xj} j—l 

+ С f(x) dx + aRy (5.5) 

где в , 
п x; *j | xj 

R= Ve ) J [Fi ыи = or S «94 45 

о | и (5.6) 
Отбрасывание остаточного члена приводит к нелинейной сеточной 

схеме 

wanda ae т ( 1 F (x, 6, эры] +7 | i f(x) dx. (5.7) 
xj—| %¥j—1 “—1 

Из (5.6) вычтем (5.7), в результате будем иметь 
x) 

> \ u(x) dx —v, = 
*{—} 

*] 

Sh ae Г ( (F (« С, -- ( и ($) i — F (x, ¢, °) tnd) + 
Xt—1 Xj—1 xj—1 

+AR,. (5.8) 

Пусть выполнены условия теоремы 5.2, тогда, используя теорему 
Лагранжа о конечных приращениях, из (5. 8) получаем 

> ( u (x) dx — ил ae С ( Ри (х, , ni) da x 
j=] xj—1 Xj—1 Xj—1 

«(+ -- Г и (s) ds — v) + AR; (5.9) 
xj 

где 
1 7 > | u(s)ds sy, =U 

*j—1 

Введем обозначения 
x 

1 
e => \ u(x) dx — 9, 

*xj—! | 

Ay = = \ | Fy, (x, С, nj) dxdt, t= l, п, = 1, п, _ 

| Xj—| *j—] 
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тогда предыдущее соотношение примет вид 

= у ПАце | АЮ, =, п, 
j=! 

или в векторной форме 

(E — A)e = AR, 
где 

ё = (21, ..., En)’ К = (К. ..., Rn)’ A= | MAA; у. 

Если матрица Е — А невырожденна, то система однозначно раз- 
решима и справедлива оценка 

Е, < | (Е — 4) ИВ, (5.10) 
Невырожденность матрицы ЕЁ — А устанавливает следующая лемма. 

Лемма 5.1. Если 
1 

11 5 | 

Pan | "x, C, u (axa <1, (5.11) 
M pete 

mo mampuya E — А невырожденна, система обратима и справедлива 
оценка | 

—1 ] 
(8—4) |<, | (5.12) 

где 4 =|А|< 1. | 
Доказательство. Из эквивалентности сферической и 

спектральной норм следует: 

|AI<N (A), 
поэтому с помощью неравенства Коши — Буняковского и неравенства 
(5.11) имеем 

1 
п п 2 

о-пикеми = (У Увмми) - 
t=1 j=1 

1 
п п Oy , 2\ 2 (ХУ (+ | Ге) "< 

1—1 /=1 Х—1 5—1 

< 
j 

1 

STAT SUP ( Е, о в inde) <1, 
0 0 

—
 

1 xj 

Г Fats прав) < 
0 xj—| 

r
e
 

—
 

P
4
2
.
 

1 

ОЕ о(©) 

откуда сразу вытекает справедливость леммы. 
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Норма погрешности [= 6, оценивается с помощью следующих 

двух теорем. 
Теорема 5.5. Если выполнены условия теоремы 5.2 и леммы 5.1, 

то будут справедливы оценки 

Oy 

ею, << СИ” п | М (Хх, £) letalx.a (A2| F(x, 6, 4 (0) eg Lo 
1 

И. gh?» O<aK> 5 | (5.13) 

Helo, <CHILF, (x, ©) бо, хо (А? [Е (х, Б, и (5)) ке + 

1 

      

  

| +|flao}?, > <а<1, (5.14) 

где — | 

C= [Mh 
a | 111 

1Ё (х, 5, и (5)) де ||| (F (x, uO) — FS, C, u (C)))? dxdtds, 

| 0 ет 0 

С, определяется формулой (3.17). 
Доказательство. В неравенстве (5.10) оценим норму 

[К |», : 
| п п ХХ * 

[Roy = R= "(Ут | i [Fi би (5)) — 

i=! i= =l *j—1 *i-1 

Е |: t, — С и ($) is) va) < 
*j—1 

п п м *] 

Xj—1 Xj] 

-F(s Е, —- ( и (5) is) ava] . 
*j—l 

В дальнейших преобразованиях используем для функции Е (х, 6, 
и (5)) условие Липшица, тогда будем иметь 

xX. 

rw 
и (5) —-- \ и ($) 4$ 

x 

IRBo,< ку | ГГ wont 
[—1 /—1 Xj—1 *j—1 

2 

анк < 

    —
 

—
 

1—1 

x; 

у Г т N* (x, 0) dxdt ( Г и (9 —и ($) 448. (5.15) 
j= 

1 
= 

7
 

—
 i xj—| *j—1 *j-—1 *j—1 
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Пусть 0 < a <= ‚ тогда из неравенства (5. 15) получим 

x i x; 

  

winch} ( } мо 0 dd x 
. i=1 j=l x, 1 Xj-4 

к | ( eater |¢—sPadtds< 
a xj-1 

< | 1 Эка ( | RS aad   

*j—| *j—1 *j—1 

Используем неравенства (3.16) — (3.17), (см. $3 данной главы}, тогда 
будем иметь 

— 2 

Rhy <i" У | IN (x, ЭРах ( ( a ие асс = 
i=| j= 

  

*j—1 *j—-1 

=C о IV (%, О роке ип. о’ 
| > 

[А ро, < С.И" [М (х, Эрни, (5.16) L 
а ели а =\,, то . 

1 

|Rhoo, << Ch? [In AlN (x, ОЕ со [6.58 jul. (5.17) | =, * 

Объединив оценки (5.16) и (5.17), получим 
61 

|Rlloo,< Ch" | Inh| 2° | (x, О о мото (5.18) >, 

Пусть далее > <а< 1, тогда из (5.15) с учетом неравенств 

(3.16), (3.17) будем иметь 7 | 

| Roo, CAIN (x, 5) но хо [Ш |. (5.19) 

Исходя из уравнения (5.1), нетрудно получить оценку —_ | 

[шо И 2 (42 Е (х, 6, и (0) во |} °. (5.20) 

Используя: (5. 10), (5.12), (5.20), из неравенств (5.18) и (5. 19) полу 
чим оценки (5.13) и (5.14). Теорема доказана. 

Пусть теперь выполнены условия теоремы 5.3, тогда гладкость 

решения интегрального уравнения ` повышается и и (х) € wot” (Q), 
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0 < «<1. Однако точность сеточной схемы (5.7) несмотря на это, 
остается прежней. Для повышения точности сеточную схему (5.7) 
нужно модифицировать. Для этого преобразуем уравнение (5.2) 
к виду — x, 

U(x;) =A У h (=: ( Е (хь €, U(x)) + (EC — x;) 4; (x,)) д + 
j=!) xj] 

+f (x, + AR, (5.21) 
где 

Ri = Sh |5: Г (Р(хь би (5) —F (Xn 6, u(x) + © Е) и; (х/)) at) 
i=] x j—1 

Отбрасывание остаточного члена приводит к модифицированной се- 
точной схеме вида 

x 

Г 1 of 4 =1y aC (F(t + C— 4055) a) + F(x). (6.22) 
j=! x j—1 

Введем обозначение 

e=u(x)—v, i=0, 0, (5.23) 
из (5.21), (5.22) получаем 

п x] 

wan H(z 0 Fey u(x) + Expt (ep) — 
xj —~) 

— F(x, , 0, + (€ — x) 05 ) d& + AR”, 1=0, п. (5.24) 

Используя условия теоремы 5.3 и теорему Лагранжа для функций 
Р (х., Е, и (0), будем иметь 

Р (хи, 6 и (х1) + (6 — жи; (хр) — Ри 6-х) = 

= Ри(хь 6, 1 (©) (и (х,) + (© — хр и; (х)— 9, — (6 —хло; |), (5.25) 

rae 
и (х,) + (5 — хуи; (хр = (О = и (6 — хо, xj 1-1 > C SX). 

Подставим (5.25) в (5.24) и используем (5.23), в результате полу- 
ЧИМ 

- =A h H(e ( Ри (Хр С, ny) (er + + Gx A) ae) + 

| {—1 | * 1—1 _ | 

| АВР, i=0, 7 
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ИЛИ 

  

    

и-* У" ( Fu (Xp, С, wen 5 “L) ate; + 

i=! xj—1 | 

+5 Г Fu (ts $ Ее, ] - ue 
*j—1 ` 

Введем обозначения 

м | —x, \. a= | Fula b yy van + 2h) at, 
x j—1 

  

by = i Fitts tQ) Aha, jam i= TH 
“xy 

тогда после элементарных преобразований получаем 

= МУ (аи ын1) и АВ, 1=0, п, (5.26) 
| | _ [90 | | 

где а = Ви = 0. 

Пусть 

Ки=ан- ви, & ] =0, п 

тогда (5.26) принимает вид 

=, = Ah $ Киа + АР, = (5.27) 

или В векторной форме 
(E — A)e = AR, 

где | 

& = (5,2, ..., en) R= (RS, ... RY)" ‚ А= | ^ЕКи |. 

Если матрица Е — А невырожденна, то 

Тель, < 111 (Е — 4) MR boy, (5.28) 
Докажем следующую лемму. 

Лемма 5.2. Если 2 |^||М |< 1, то матрица Е — A невырожденна, 
обратима и справедлива оценка (5. 12), где 

*] , 

_9= |Al< |, pw? = max max [= | (Ри (хр 6, т; (0))* it). 
i,j NADIE L (2) - х 

Доказательство аналогично доказательству леммы 4.2. Справедлива 
следующая теорема. | 
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Теорема 5.6. Если выполнены условия теоремы 5.4 и леммы 5.2, 
тс будут справедливы оценки, 

J 

lehoo, < cH ina) {3 IL (ty Ocal x 
i=0 

LF BOE, it lPe?, 0<a<+, (5.29) 
1 

atl п 2 2 о Пери < СИ" 133 AIL (x О х 
1. 

x (MP | Fe (x, tu (0) fae +P faa)? + <e<, (5.30) 

re C=C qe V3, 

  [Fi (x, 6 и) ло = 
0 

1 

(FL (x, 6 чи ($, К и (0). \ ae dxdtds. 
0 0 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре- 
мы 4.3. 

$ 6. Сеточные схемы для двухмерного интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода 

Рассматривается интегральное уравнение 

u(x) =A) K(x, Cu act f(x), = (6.1) 
Q | 

где ® = (0, 1) х (0, 1), х= (хи, х.). 
Докажем теоремы существования. 

Теорема 6.1. Пусть | (х) Е №? (©), ядро К (x, ©) удовлетворяет 
неравенству 

[К (x, Эхо = (| | к: (x, t) dxdt + 
Q Q 

1 
2 

  

  

+ \ \ (K (x, С) Fi (Е, 2 dxdtdt| < со, | | (6.2) 

где | ^_ 

| __ | _ -= 
= У, а, 5», [1|<^? =) | К 9 axat| _, 

оо 

тогда решение. уравнения (6.1) — функция и (х) — существует единч- 

ственно и принадлежит классу №} (8), О <а&а< 1. 

198



Доказательство. На основании известных результатов 
работы [50] следует существование и единственность решения уравне- 
НИЯ (6. 1) в классе Г. ($2). Покажем, что это решение обладает более 
высокой гладкостью. Рассмотрим интегральный оператор 

Tu (x) = | K(x, ди 04. 
Q 

  

  

Имеем . 

| Tu b.0 = | | K (%, Qa a dx + 
. Q \Q 

| К (и, и | К, би «) 7 
+ 2 Fin in| = 

1 
= {hur @ ach {\ \ ke (e, 0 act + 

Q Q Q 

| | 1 

4 ||| \ (К (х, 9 к (Е, С)? axaeat* 

т. е. 

| К (х, С) |6. х,о, | Ги |6. о = | и [о,®. 

Отсюда с учетом условия (6.2) следует справедливость следующей 
теоремы. 

Теорема 6.2. Пусть | (х) Е 7" (®), [^|< А", ядро К (х, 9 
удовлетворяет неравенству 

[А Волею = | \ K? (x, €) dxd& + | \ (Moe) + ( on te О } dxdt +. 

— Ky, 9 — Ки @, OP +) \\ See DK it Заки + | | | ( te oa OP 
    

1 

(К, („9— К, @, 9) 2 2 ан оказии <0, (6.3)   

тогда решение уравнения ( 6. 1) — функция и (х) 6 №7" (0), 0<а < 
= 1. 
Доказательство. Для оператора (6.2) имеем 

[Тина = | (| К («би | ax + | [| би) «) de + 
Q \Q Q \Q 

(вне ак 
Q Q2 
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кн, оно [К 4 de) 
+ С На dxdt +- 

4 

  

({ x, (x, bu@ab— | Ki, 4 ae) 
dxdt +-   +

 

ра 

г
 

2 1 
(ке 90% | КС, 94) a) 2. 

Q Q | +) re in| < 

<ир,е[К (х, &) fi+a,x.0» 

поэтому при условии (6.3) решение уравнения (6.1) — функция 
1 

u (x) € Wa", 0 <“ < 1. Теорема доказана. 
Перейдем к построению и исследованию точности сеточной схемы. 

Разобьем область © на подобласти Pies где 

  

>
 

(2) tT wn 1 . : 
Qu = (а; к, i=Ta, 1[=1,п; 

Ол — о, x о, 

и преоеразуем уравнение (6.1) к следующему виду: 

af чак У У АЙ г [404 + АВ + 
Q Зи ik 

1 ._ TT — 
+ = | f (x) dx, t=1,A, [= » . (6.4) 

И 
Здесь 

1 Аб=- | |} Кб, 0 454, 
Qi; QR 

] n n 

и | (Ke | Ко. 9%) dra 
= =! 011 Вуд бл 

i, l,j, R=1, n 

Из (6.4) приходим к сеточной системе 

ии =^У у. NAR + “a J f (x) dx. (6.5) 
211 j=1 k=l 

Для погрешности 
1 . — — 

ви = я | и (5) 4х —9и, t=l1,n, l=l,a, 

2 

получаем систему линейных алгебраических уравнений 

(Е — А) == К, (6.6) 
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где 

A=|Maij|t, аи = АЦ, 
Ee, = (en, coe y Ein), R, = (Ки, оу Rin), 

e=(€,, ..., &), R=(R,, ..., Rp). 

Если матрица Ё — А невырожденна, то система (6.6) однозначно раз- 
решима и справедлива оценка 

ефь, < [А 11 (Е — АП oy (6.7) 
Существует следующая лемма. 

Лемма 6.1. Если 
[AIK (x, 5) р,ехе < 1, (6.8). 

то матрица Е — А невырожденна, обратима и справедлива оценка: 

— I 
\(E—A" I< 45> (6.9). 

2deq=|Al|_<l. | 
Доказательство. Из эквивалентности сферической и 

спектральной норм и с помощью неравенства Коши — Буняковского, 
и неравенства (6.8) имеем 

1 

а= М (А) = (5 у (Nh? au) - (y Yan ‘У Уи Ai) ) - 

~(ve SE HS (af f wo asl)" < 
i=1 j=l /=1 k=1 27; Q7r 

< (| Кв i) dsdt)* =|2|1K (s, ) bore <1. 
\ 

Лемма доказана. 
Норма погрешности | г [», оценивается с помощью следующих 

теорем. 
Теорема 6.3. Пусть выполнены условия теоремы 6.1 и|К (х 

©) [вс < оо. Тогда будут справедливы следующие оценки: 
1 

len, SCH ша || | | RESO axaeath® , (6.10) 
Q 

  

0<a<+, 0<P<1,a+f>1, 
| - > 6 

Перо < СВ » [In| 
I 

. К te, Kt 6) xa} За, т <в<! 
QQ 

(6.11) 
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Доказательство этой теоремы является модификацией теоремы 
3.4 для двухмерной задачи, поэтому опускается. 

Замечание 6.1. Согласно условиям теоремы 6.3 решение уравне- 

ния (6.1) принадлежит только пространству > (@), О < а 1, хо- 
тя эти условия более сильные, чем условия теоремы 6.1. Поскольку 

на основании известных теорем вложения пространство &5 (@), для 
0 < «<! не вкладывается в С (©), то рассмотрение погрешности & 
в виде 

en =e | u(x)dx—on, i=fa,l=f,n 
Qi) 

является существенным моментом в исследовании точности сеточной 
схемы (6.5). 

„Теорема 6.4. Пусть | (х) 6 Wo (Q), K (x, 6) EW2 (Q, Q), JA <A”, 

1 К г (х, ©) що < о0 и выполнено условие леммы 6.1, тогда будет cnpa- 
ведлива оценка 

1 

2 |e foo, <CA® {Ju loo] Ke (x, О) а + 1K (tS) latalu lia)? , (6.12) 
где 

= |A4|5=—— 7 V2", 0<a<l. 
Доказ а тельство. Преобразуем остаточный член Ки квиду 

Ки = ку + RY, 
где 

  Ry? = 73 у у ) \ (К О К о) ^ = = 2 ув 

x (Gr | w (dt) dxdt = 
Qip 

  = ту у фифеи | | | (Ke, )—K(, 9) dedtat, (6.13) 
j=l k=1 2jr Зи Qip 

{ff Keke dar J HO 
ИЗО к 

RO __ | “y PEST 
j=l k=! 

—u (t)) dxdtdsdt = + у У ГГ | ке о-ко, ао — 
51 А=1 т. 

—U 

21 ть Ев О 

(0) dxdGdsde. (6.14) 

1 

Гры < [9 x > ( (6)? -- 282 yy x RY)? (Ray , (6.15) 

Оценим норму 
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1 
Для оценки величины ЮФ исследуем очевидное равенство 

\ | ко, о—ка, ув = 
Иб Я , 

x oe ( | 
д , 9, 1 д ‚ 5, — \ | \ а \ Gedy) a + 

Q7¢) Яр 5, \- xh) 
Il—- 

„2 
Ce I | 

д , 51, I д » Sas 4 \ [вым т \ ta) a, | dxdtds. (6.16) 
( | 

Здесь мы использовали тождество 

i ff { dedxdtds, = j { { [ dndeatds, =o. 
xt | Qik Qik $1 Г 29) ib So 

Подставив с соотношение (6. 16) В 6 13), получим 

К 

Re == у » [xe и | \ | | | f ja in 
ЗИ гр Qjp $1 st) 

__ OK (x, 5, sd | sou S2)) ds,d6 + 

2, 3) oe. | 

OK (x, 5, 1V OK (x, Су, | + — 1 | ( a n ee Ca) yan dxdtds. 

Se C0) 

  

Далее будем иметь 

h2 у (Ri)? = 

  

1 n п п п 

= 2-1? У, У, “oa | ( (ake tat 

i=l j=l f=] k=1 Qip Q;, Q jk Q ip J | 

OK (x, 51, 54) OK (x, 5х, С.) _OK (x, $1, 5) ~ Atos | “+ ( ee 2 i 2 -) dxdtds<= - 

<2 YY \ гошх 
Е А, 
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(Ae: С) _ OK (x, 5) } 

х \ | | | ot; OS; 2420 |. 

  

Зи Qip Qip pra 

(к (x, 0) OK (x, 8) } 

+ tg SL 8 duds < 

  

  AK (x, 0) ОК(х, 5) } 
< 9 -з- peta yer | U2 (t) dt \ \ \ | ( at, Е OS, 4. 

О ооо р 
  

(к („О OK (x, 8) } 
Oe 982 | dxdtds. 

2-2“ 
  + 

р 

Окончательно получим 

A? YX (Ray Не ша [Ко О д (6.17) 

[Кс (х, lane = \ | | 
оо 

(2 (x, 0) OK (x, 5) 
ие СЕ 05 ) | ana 

где 

01 OS, 
pete —- 
  

| (2 (х,О _ ОК(х, 5) } 

  

+   

Теперь оценим 

ву] )\ J Keo 
i=| /=1 27, Qip Vip QR 

_ K(x, 5) © —и0) дла] < 

<" | I | (KO, O—K ls, 9)*dxdtds x 
f=) [=1 j=l kel 271 Qj 2 jr 

x | | @Q—a@y atar, 
Qip Qip | 

т.е . 

ey SRE SEE LYS I I | KOK |, spaxdtas x 
i=1 = i=1 j=l 1 R=1 Qi) Dip Dip 

x § | @@—a@atar. (6.18) 
ВЯ 
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С учетом очевидного равенства 

6, 

  

Ош = | “Ow Е nt) 20 8 a 
t, to 

соотношение (6.18) преобразуется к виду 

ny у (А): < <a uty + yy A у | ( | (К ( xX, с) —К (х, $): х 

i=1 =) G1 1 fl R=1 Oy) Bip Bip 

Ou (C1, Se) \? a Co) seas § (RB + GEE) ae 
<V ое? К (х, ©) [ие | о, (6.19) 

где 

1К (х, 9, = [| (K (x, §) TEE (x, §)) dxdtds, 
ооо 

  ata (2) + (98) 
|9. 

Используя оценки (6.17) и (6.19), неравенство (6.15) преобразуем 
к виду 

1 
“2 Rlb,0, <V 2A" {| lool Ke (x, 6) laa + 1K (x, 9) ще шо} °. (6.20) 

Учитывая оценки (6.9) и (6.20), из (6.7) получаем оценку (6.12). 
Теорема доказана. 

Теорема 6.5. Пусть выполнены условия теоремы 6.1, леммы 6,1 и 
[K (x, © вьо < ©, тогда справедливы следующие оценки 

I Elo, < ch?" K (x, Olarolulne <->, В, (6.21 h 2 2 

-- 26 | 

ее, < СИ | К(х, Око (ПВ 2 шо 
1 

ира}, <<, 7<B<1, (6.22) 

где С =         

Доказательство, Аналогично тому, как это получено 
для предыдущей теоремы, имеем 

ГЕ, < 26,12 | K (x, OH lazolvlan, O<Ka<+, +<B<1, 
(6.23) 
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> бт 

IRlno, <C,h * | K (x, + Ineo { [In | = tule. + 
1 | 

ти), Заз << (6.24) 
где | 

C, = max {|C,|2 ‚2 | 

Учитывая оценки (6.9) и (6.24), из неравенства (6.7) получим 
(6.22). Теорема доказана. 

Оценим нормы |и|,о; | и’|хо через исходную информацию. 
Имеем , 

и? (х) = @ K (x, t)u (0) dt + г) < 

< 2 [№ | К, 94 | пож, 
Q QQ 

откуда следует 

| 4 oo < 2A] K (х, О) Божа и о + 2 о, 
ИЛИ 

| 1 

Ги. ЗИ 2. (1 — 24° [К (х, О) бехо) °. (6.25) 
При этом в (6.25) предполагаем выполнимым условие 

1 — 2A? | К (х, С) lo. охо >> 0. (6.26) 

Оценим | и во. С этой целью рассмотрим разность 

u(x) —u(s) =A) (K(x, 0) —K(s, Dude +h(—fs 
о 

на основании которой после элементарных преобразований приходим 
к неравенству 

1 

\ He Tia ON" dxds <2 i) | \ aoe re a dxdt | и’ (а + 

4 ] (F (x) та (s)* dash, 

    

ИЛИ 

| о 2 {№ ]|К (х, Роша -- Ио. (6.27) 

Подставим (6.25) в неравенство (6.27), в результате получим : 

оо < 2 (№ К (х, 0) [a,x,0 2] foo (1 — 247] K (x, O)lloaxe) +] f lao}, 
т. е. 

[ил V2 {207 (1 — 247] K (x, Вахе) [К (х, О ло бо + a 
+}. (6.28) 
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Оценим теперь норму: 

. .) — 2 (who =luba+ | | KOKO" др = ибо + мо (6.29 
оо 

Подставляя (6.25) и (6.27) в выражение (6.28) будем иметь 

и.о << И? {(1 — 2А2[К (х, Эхо) |на (1 - 2А2| К (% 5) о) 

+ Ао} ^. (6.30) 
Теперь оценим норму 

[м [оне = elo + Iz, lee + uz, о. (6.31) 
С этой целью запишем соотношение для первых частных производных 
от решения уравнения (6.1): 

из, = AS Ke (x, Qu det fe), = 1, 2, 
Q 

откуда получаем 

|», ра < 4%? | Кх, .оха (1 — 2А? | К (х, )бохе) Го + 

| + 2h fe,loo i= 1, 2. (6.32) 

Из (6.32) сразу следует искомая оценка | 

_ Ш < {У 4 К, ЭВожо (1 — 2 К (%, Э Воже ПИ + 
, 1/2 

+21 fx; Bal} °. | (6.33) 
Если в теореме 6.3 дополнительно предположить выполнение условия 
(6.26), то, подставляя (6.30) в (6.10), (6.11), получаем оценки скорости’ 
сходимости сеточной схемы (6.5) только в терминах априорной инфор- 
мации. Аналогично, добавляя условие (6.26) в формулировку теоремы 
6.4 и подставляя (6.25), (6.33) в правую часть (6.17), получаем оцен- 
ку скорости сходимости сеточной схемы (6.5) только в терминах. 
априорной информации. 

В параграфах 3—6 данной главы, посвященных сеточному методу 
решения интегральных уравнений для обобщенных решений из собо- 
левских классов, существенную роль играли усредняющие операторы: 
Стеклова. Благодаря использованию этих операторов удалось по- 
строить такие сеточные аппроксимации интегральных уравнений, кото- 
рые имеют скорость сходимости, согласованную с гладкостью решения 
исходного уравнения. Следует заметить, что если использовать другие. 
усредняющие операторы, выбор которых диктуется свойствами вход- 
ной информации, и в первую очередь ядра интегрального оператора. 
(а для интегро-дифференциального уравнения — видом дифференци- 
а"`.ного оператора), то скорость сходимости сеточного решения может: 
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быть увеличена. Аналогичная идея, основанная на методе Бубнова — 
Галеркина, применена в работе [77] для решения интегрального урав- 
нения Пайерса. 

Особенно плодотворной оказалась идея использования специаль- 
ных усредняющих операторов (операторов точных разностных схем) 
для построения дискретных аппроксимаций основных задач мате- 
матической физики (см., например, [72] и приведенную там литерату- 
ру). Получающиеся при этом разностные схемы обладают скоростью 
сходимости, согласованной с гладкостью решения исходной диффе- 
ренциальной задачи. Изложенные в $3.6 результаты получены при учас- 
тии Г. С. Каркарашвили. 

$ 7. Некоторые вопросы интерполирования 
нелинейных операторов в функциональных 
пространствах 

Рассмотрим нелинейную систему типа «черный ящик» 
< частично известной структурой, о поведении которой можно судить 
лишь по входным и выходным сигналам. Ранее были приведены тра- 
диционные подходы к решению задачи идентификации в широком 
смысле таких систем [154]. Однако рассмотренные в [154] аппрокси- 
мации не обладают таким важным свойством интерполяционных при- 
ближений, как совпадения приближающей оператор-функции с при- 
ближаемой, когда последняя имеет нелинейность многочленного типа. 
Отсюда — невозможность установить теоремы о сходимости и точности 
операторных приближений. Здесь изложим некоторые аспекты интер- 
полирования нелинейных операторов в функциональных простран- 
ствах, приняв в качестве базисных входных воздействий постоянные. 

Пусть идентифицируемым оператором является оператор Урысона 

Ay =) oz, y@) dz =u), (Al) 
0 ; 

где иу( — входной сигнал, иу:[0, Т] — (а, 68|, и (1 — выходной. 
С математической точки зрения задача заключается в аппроксимации 

оператора А известным оператором А. Рассмотрим некоторые част- 
ные, но представляющие теоретический и практический интерес, виды 
оператора А. Построим соответствующие аппроксимирующие опера- 

торы А, численная реализация которых на ЭВМ не вызывает особых 
трудностей, и, кроме того, оценки точности аппроксимации, выража- 
ющиеся через выходные сигналы wu (Ё) нелинейной системы (7.1). 

Рассмотрим вначале наиболее простой случай оператора (7.1): 

t 

Ay = \ p(t, y(2))dz =u (t) (7.2) 
0 

Пусть входным воздействиям и, (1) = с; = соп${ будут соответ- 

ствовать выходные сигналы и, (1), { = 0, п. Тогда получим следующее 
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соотношение 
t 

| p(t, ¢) dz =u, (0), 
° | (7.3) 
Olt) => 4; (2) 

В предположении, что uw; (¢ + 0) существует, проинтерполируем функ- 
цию ф (Ё и) полиномом Лагранжа степени п по переменной у, взяв 
в качестве узлов интерполирования значения y; = C;, и оператор 

Ас учетом (7.3) запишем в виде 

Ау = | У Фи, ди) = Уш-- | ие) ав, (1.4) 
о #—0 i= 0 

rye Li (v) — фундаментальные многочлены Лагранжа, 1; (yz) = би, 
б» — символ Кронеккера. Оценим точности аппроксимации 

        

    

    

|4,—A,| = foe ve и [Зо св) [1 (у (2)) 42| < 

<| ув) — ol C;) L, (y (2))| dz = 

=Sivms Co Cy eee, Cn @ (И) [42 < 

< [по Cor Cy +...» Си) © (И) |2, (7.5) 

где ||| = тах If (Yl, P(ELYs Co, +) Cy) — разделенные разности 
(n + 1)-го порядка от функции @ BTOUKAaX 

У, Coy wee y См» On (Y) = (Y — 6%) (У — с!) ees (Y — Cp). 

Принимая во внимание (7.3), правую часть неравенства (7.5) можно 
заменить — оценкой 

t 

J max] 9 (ly, Cor +++ Cn) On (y)| a2 = 
о | 

  

  

t n 

= | max | p(t, y) + в, (9) У ФИ, св dz~ 
, k=0 (cy —y) IT с) 

ip 
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Ф (1, с») — = | „тах |Ф( 2) Е (2) у : dz 

  

} k=0 (cy—c,) [[ (сь — с) 
А 

=Т тах м, 0-е, ©) У и (7.6) 
"<= 5—8) П ев) 

tak 
где су Е [а, 6], с, 5= Сь, и; (1) — выходной сигнал, соответствующий 
входному воздействию и == с,. Отметим, что оценка точности аппрокси- 
мации (7. 6) ) выражается ся через известные выходные сигналы Uy (2, 

u(t), Е=0, п, | =1, Ми, _кроме того, оценка (7.6) стремится к 

оценке (7.5) ри тах | С141 — с/| > 0. 
Пусть оператор Урысона имеет вид 

Ay [вики (7.7) 
0 

Поскольку 
t t 

| o¢—z, y(2) dz = | ple, yt—2)) dz, 
9 0 

легко получить, что 

ф(Ё с) = и, (6, i= 0, 1, 
t 

y= | Sv p(t—z, cy Lay @) | у и; (Е — 2) [4 (и (2)) 42. (7.8) 
i=0 

Повторяя выкладки, аналогичные предыдущим, получаем прибли- 

женное значение для оценки сверху | Ду — Аи] в виде 

  

t _, _ п , {— 

max \ и; (# — 2) + ®, (с) У a(t г) dz, (7.9) 
ee k=O (cy —2) I] (ce —e) 

7 
и эта оценка стремится к оценке сверху для |Ау — Ау | при 

тах | си — с/| -> 0. 
Замечание 1. Если вместо и (1) на выходе получаем и () =u (+ 

+ ny (0, где ч (1 ЕД. (0, Т) — некоторый шум, то есть смысл в форму- 

лах (7.8), (7.9) и: би ши (И заменить на произведение усредненных 

от выхода и (1) функций с некоторым ядром усреднения. 
Рассмотрим оператор Урысона вида 

Ау= Ф@К(, (2) 44 =и (0, (7.10) 
0 
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тогда будем иметь 0 | 

Kh i) = [50 р, 

Ay = YK (2, 0) L = \ git Г 42. (7.11 fy=\ 90 YK, cw ede |. У] (y(2))dz. (7.11) 
В формуле (7. 11) неизвестной функцией остается ф (1. Получим для 

нее оценку Ф (1) следующим образом. Обозначим ВЫХОДНОЙ сигнал 

через о (1) при входном, равном и (#) = $. Тогда функцию © (1) найдем 
из дифференциального уравнения 

foo y a | L, (2) dz = v(t). (7.12) 
0 i=ol (2) 

. 

Нетрудно показать, что решение уравнения (7.12) можно записать 
в виде 

  

  

p(t) = 9(0) OW, (7.13) 
ви (9 — У ш, ($ Ly (s) 

® (t) = f ds. 7.14 = exp 29 = Yao ^^ m9) 
С учетом (7.13), (7.14) получим следующее выражение для аппрокси- 
мирующего оператора! 

- ох [че vend, (7.15) 
где все функции, входящие в правую часть (7. 15), известны. 

Замечание 2. Вместо обычной многочленной интерполяции можно 
рассмотреть сплайновую, при этом равномерная сходимость будет 
наблюдаться при более слабых ограничениях на интерполируемую 
функцию. Кроме того, подобный подход можно распространить и на 
многомерную задачу. Излагаемые в данном параграфе результаты по- 
лучены при участии В. В. Хлобыстова.



ГЛАВА 1 

  

ОПТИМИЗАЦИЯ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ 
БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТИ 

В этой главе рассматриваются вопросы, связанные с мате- 
матической декомпозицией задач. Как известно, одним из приемов ис- 
следования сложных систем являются декомпозиция и агрегирование. 
Декомпозиция состоит в разложении исходной задачи на ряд незави- 
симых подзадач, а агрегирование — в замене какой-либо группы пе- 
ременных, характеризующих состояние системы, одной переменной, 
именуемой агрегатом. Причем здесь можно идти двумя путями: а) вы- 
делять классы задач и развивать строгие процедуры декомпозиции 
и агрегирования с выполнением требования полной эквивалентности 
исходной и преобразованных задач; 6) развивать математически строгие 
процедуры декомпозиции и агрегирования на основе отказа от полной 
эквивалентности. 

В данной главе рассматривается первый подход. Отметим, 
что поскольку математическое описание всегда — является 
приближенным модельным описанием, а в процессе исследования, как 
правило, приходится упрощать отдельные модели или иногда даже 
заменять их конечными связями, сформулированные выше задачи 
являются чрезвычайно актуальными [10, 12, 16, 17, 20, 22, 66, 67, 
81, 83, 84, 89, 107, 108]. 

В данной главе предлагается декомпозиция для широкого класса 
блочных систем оптимизации. Метод разложения на основе агрегиро- 
вания переменных развивается в применении к динамическим оптими- 
зационным задачам в условиях неопределенностей. 

Рассматриваются вопросы разложения управляемых динамических 
процессов со случайными возмущениями. Предлагаемый в данной гла- 
ве метод впервые предложен в работах В. И. Цуркова [116] — [121] 
и развит В. И. Цурковым и Ю. А. Беловым для широкого класса задач 
оптимизации [5—9, 116—121]. 

$ 1. Разложение двухэтапных задач стохастического 
программирования блочного типа 

Предлагается декомпозиция для двухэтапных задач стоха- 

стического программирования, соответствующих широкому классу 

блочных систем оптимизации. 
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Рассматривается задача линейного программирования с блочно- 
диагональной структурой части ограничений , 

| J J | 

A,x; = 6), x; >0, x AM x, =o", x cx; > min, (1.1) 
j= i= 

где все х, ЕП :У/] суть [-мерные векторы, а матрицы А}, АЯ и 

векторы с, 6,, Ь® имеют согласованные размерности. 
Предполагается, что элементы матриц А, = А, (&) и векторов 

b; = 6; (@), c) = ¢; (), jf 6 П:Л являются случайными величинами. 
Здесь параметр ‹ принадлежит пространству случайных событий 
<2 [49]. 

Рассматривается двухэтапная задача стохастического программи- 
рования 

У АР =", #20, (1 2) 
J 

min Mo | У, с, (в) х-+ ming, (60) y;| By (@) y= 5; (@) — A; (0) x), 9, > al, 
j=l 

где при каждом j{€l[1: J] BBogatca MaTpnubl KomneHcaunn В, (6), 
BEKTOPbI HeBA3OK J, H wITpadoB q; (@), a yepe3 M, o6o3HauaeTcaA MaTe- 
матическое ожидание. | 

Пусть К. — множество, задаваемое индуцированными ограниче- 
ниями, т. е. первыми соотношениями в (1.2), а множества Ку, |6 
ЕП: Л определяются в виде 

Тогда детерминированная эквивалентная задача имеет вид 

J 
min х [Mo (C; (@)) x; + Mod; (A;, 5;, х,) (6; (&) — А, (в) х)], — (1.3) 

хСК |= 

где векторы №! ЕП: /Л| являются оптимальными двойственными 
переменными задачи второго этапа, которая распаляазгся на / незави- 

симых задачи К = (1 К,] П Ко. 
j=! 

Можно убедиться в том, что задача (1.3) принадлежит к выпукло- 
му блочно-сепарабельному программированию и для нее применим 
метод декомпозиции на основе введения макропеременных [119]. 

Рассматривается нелинейный аналог блочно-сепарабельной двух- 
этапной задачи стохастического программирования [125] 

J 

УР <, 4 >0, (1.4) 

Ч 

min Mo У Фу (®, х) + min [у (в, и) | А; (©, у;) < 

<0; (o) — g; (©, Хх), y >of . 
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Если случайны только компоненты векторов 6] Е 1: |, а функции 

Ф; (х/), ф; (и), &1(%), 20 (x;), №, (у) являются выпуклыми, т. е. 
устанавливается, что эквивалентная детерминированная задача при- 
надлежит к выпуклому блочно-сепарабельному программированию 
то для нее применяется разрабатываемая здесь декомпозиция на осно- 
ве введения макропеременных. 

Рассматривается двухэтапная задача стохастического оптималь- 
ного управления 

ate! =A; (t,o) x; (i, u;,@) +B (t,o) 4,2) +1, )| 16 [T,, Te], 

uj () >0, Q(t, @) x(t, 4, @) +S), o) 4 (Q<W,(t,0) | 1ЕП:Л, 
J 

Rib, и) + Di Ou <0), (1.5) 
J (i 

A (и) = Mo 2 || Ф; (x; (Е, uj, @), Uj (2), р, @) at + Qj (x; (Г, Uj, @)) + 

Г: 

+ OQ, (Xx; (Г., uj, Ww), 0) > min, 

где Ф, (х,, о) ДЕ П:Л] для произвольных x;, ФЕ ® — суть нижние 
грани функционалов линейных задач оптимального управления (за- 
дач второго этапа), которые заключаются в минимизации функциона- 
JIOB 

т, 
Ну (ур 2 Xp ©) = \ (2 (Е, ©) у, (1) -- В, С, ©) 21 (0) + v6, Xp @)} dé + 

Г, 
+ 6; () yj (Ts) _ (1.6) 

при условиях 
ау 
<= =P, (t, o) 9; 2) + Ei (t, 0) 2; () + Fy (6, xp ©), 

Yj; (T,) = Yj (ху, 6), G; (©) Yj (Тз) — Af, (x), @). 

Учитывая, что согласно [23] разностная аппроксимация двухэтап- 
ной задачи (4.5) — (4.6) при условии выпуклости по х, функций 
y; (x; 6), Е (x), wo), —H; (x;, ©), — Gj (x;, ®) сводится к блочно- 
сепарабельной выпуклой задаче, устанавливается применимость раз- 
ложения на основе агрегирования управлений. 

Метод декомпозиции представляет собой итеративный процесс, 
на каждом шаге которого решается координирующая задача с агре- 

гированными переменными | например, в случае задачи (1.5) — (1.6) 

J 
макроуправлениями И" = у ui) и локальные независимые задачи 

j=l 
для подсистем. Функционалы локальных задач формируются по двой- 
ственным переменным координирующей задачи, относящимся к свя- 
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зывающим ограничениям. Выводится критерий оптимальности проме- 
жуточного дезагрегированного решения (управления) и устанавлива- 
ется монотонность по функционалу итеративного метода. Следствием 
последнего факта является то обстоятельство, что из алгоритма полу- 
чаем минимизирующую для исходной задачи последовательность до- 
пустимых решений (управлений). Конкретная задача с подробным 
изложением предлагаемого подхода представлена ниже. 

Рассматривается двухуровневая задача стохастического програм- 
мирования 

У ТФ j=1,2,..., 4, ВЕКь 
ЕТ, 

у . i . (1.7) 
xj=0, t€1\ 4; x70, СЗЕГ, | 

J 
a'® — ¥. xj = Vi, §=1,2,...4, 

j= | 
@ — max. 

Здесь первые два условия — блочные ограничения. Последние равен- 
ства являются связывающим ограничением. Управление системой сво- 
дится к максимизации ©. 

Предполагается, что коэффициенты матриц Тя и компоненты век- 
торов Ф! — случайные величины: 

T;* = Ti* (wo), DF = Oj (a), wEQ, 
rye 2 — пространство случайных событий. 

Учет указанной неопределенности в задании параметров приводит 
к изменению в постановке оптимизационной задачи. Дальнейшие 
построения близки к тем, которые приводят к двухэтапной задаче сто- 
хастического программирования [125], однако отличаются от них. 

Выбирается предварительное решение (х, ГЕ Г, 1 = 2, ..., J), 
удовлетворяющее условиям-равенствам ИСХОДНОЙ задачи. Фиксируется 

реализацня случайного события « и соответствующие ему значения 

* (w), Ф! (©), после чего вычисляются невязки: 

if) = Of — YP Gat 
Вводится обозначение [у] = max (0, — и). 

Пусть 

Мо[и! (©) < А ]=1,9,..., У, ВЕК, 
где символ Мо означает математическое ожидание. Далее предполага- 

ется, что существует дискретное распределение матриц Т’ и вектора 

OM; с вероятностями р®, ..., р. Тогда эквивалентная детерминиро- 
ванная задача имеет вид 

QT у = ФУ, 164, ВЕКь LEN), (1.8) 
6/1 

xj>0, i€l;, м =0, 161 И, (1.9) 

215



Ур Г < АФ!, |6, ВЕК» (1.10) 
l=] 

а0— Уж=у', i=1,2,..., 1, (1.11) 
j=l 

9 > 0, (1.12) 

f = O— max. (1.13) 

Как известно, задача (1.8) — (1.12) принадлежит ко второй канони- 
ческой форме задач кусочно-линейного программирования. Соответ- 
ствующая ей задача линейного программирования может быть полу- 
чена заменой соотношений (1.8) и (1.10) следующими: 

» TOs + yf —y7 = Фу, ]ЕЛ, ЕЕК, (ЕМ, (1.14) 
/ 

yi >0, yf S0, (1 15) 

a 

Nj 
Урду"? < АФ, |=1,0,..., /, ВЕК, (1.16) 

l=1 

Задача (1.8) — (1.12) может быть решена методом, предложенным 
в [37], который заключается в следующем. 

J 
Введем агрегированные переменные X! = у xi и веса агрегиро- 

i=! 
BaHHa a; = х//Х!. Зафиксировав @" и подставив х’ = о ХЕ в (1.8) — 
(1.12), получим задачу агрегированных переменных. Двойственные 
оценки А!, соответствующие (1.11) для задачи в агрегированных пере- 
менных, формируют функционалы блочных задач, которые для фикси- 
рованного | Е. имеют вид 

я tk(l) КИ k R 
YT; x+y; = Dj, REK,, LE Nj, 
El; 

x0, i€l, x} =0, i€/\ I, 

= 
M
=
.
 

тр [и < AQ, JE/v, RE К}; й; = o Nix) — тах. 

T
 

Пусть Xt, 8, yi) — — оптимальные решения задачи в агрегиро- 
0 0 

ванных переменных, тогда соответствующее решение a Xi, 8, yj 

является допустимым к исходной задаче. Если xj, jee набор 
решений блочных задач, то веса агрегирования можно взять в виде 

о, Ло J 0]. 
р ви — 0 У} + У 61 (и — | , CET, 

0, ЕТ 1, 
а; (р) = (1.17) 

re O<p, <1. 

Поставив о, (0;) согласно (1.12) в исходную задачу, получим 
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задачу в агрегированных переменных с коэффициентами, зависящими 
0 

от параметров р;, / Е У. Пусть в (0;) (оптимальное значение функцио- 
нала этой задачи) есть функция от р,, | Е ХУ. Поставим задачу о нахож- 
дении максимума этой функции на единичном кубе. Пусть этот макси- 

0 

мум достигается при некотором р,, ] Е Ч, тогда веса и для следующего 
0 

шага итеративного процесса получаются подстановкой р, в (1.17). 
Следует отметить, что основным результатом является установле- 

ние того факта, что функционалы для промежуточных допустимых 
решений строго возрастают. Указанное свойство в исходной работе 
[37] формулировалось как гипотеза, а в работе [106] соответствующее 
утверждение было доказано в рамках близкой стохастической модели. 
Используем метод доказательства, предложенного в [116]. 

Прежде чем сформулировать основную теорему, рассмотрим зада- 
чу в агрегированных переменных и найдем ее решение. Эта задача 
имеет вид 

I 

DMX! + yf =O}, FEI, KEK), LEN, (1.18) 
i= 

м 
УРРУТ < АФЬ, fed, REK;, (1.19) 
1=1 

ave—X'=V', i=1,2,...,]/, (1.20) 

9>0, Х'>0, (1.21} 
д = 9 -> тах. (1.22) 

Выразив Х! через © согласно (1.20) и подставив в (1.18), имеем | 
1 [ 

yi = (о + у ру — (У Dita 0. (1.23) 

Далее, величины yf из (1.23) подставим в (1.19), в результате 
получим 

М J к 4 (ти 1 tk р 7 хр" (6 + >» Dj “у)-— (У D; (о < АФУ, ЕЛ; ЕСК.. (1.24) 
i=] 

Левые части (1.24) при каждой фиксированной паре индексов пред- 
ставляют собой монотонно возрастающие кусочно-линейные функции 
с точками излома 

^ 1 . 1 . ° —1 

O° = (© + x itv") ( » Dita!) ; 

Заметим, что указанные функции равняются нулю в некоторой окрест- 
ности точки © = Ои имеют пересечение с и оризонтальйНми прямыми 
@ = Adi. 

Сделаем некоторые предположения, касающиеся точки пересече- 
ний указанных ломаных с прямыми А = АФУ. 
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Предположим, что для каждой фиксированной пары (|, Е) в точ- 
0 

А l ках пересечения ©; никакие у/” не равняются нулю. Тогда введем 
наборы индексов [Ги [/_, для которых в точках пересечения зна- 

I чение yf соответственно строго больше и строго меньше нуля. 
Справедлива формула 

0 I 1 —1 

9} - [1+ у p° (a + | у y Dia ‚ (1.25) 
1eL- i=l 1eLt— i=l 

Для задачи (1.13) — (1.22) оптимальное значение 

0 0 

9 = шп 0%. (1.26) 
(/,R) 

Предположим также, что минимум в (1.26) достигается на единствен- 
ной паре чисел, которую обозначим (т, п). Отметим, что сформулиро- 
ванные выше предположения о решении задачи (1.18) — (1.22) явля- 
ются условиями невырожденности. Нетрудно убедиться, что для оп- 
тимального решения задачи (1.18) — (1.22) справедлива формула 

6 = [a0 + У м -- у ри х| у у para’ | (1.27) 
i=l n— n— {=1 

lEL lEL 

0 

При этом оптимальные значения АЛ! могут быть получены подстанов- 
0 

кой (1.27) в (1.20), а оптимальные невязки у“ — из (1.23). 
Для задачи (1.18) — (1.22) рассмотрим двойственную задачу. 

Пусть ni? — двойственные переменные, соответствующие (1.18), 

а & — соответствующие (1.19). Тогда имеем 
ne 
Г. 

у & У БО __ yf =Q, i= 1, 2,..., /, (1.28) 
‚ 

1 . 

| . аб = |, | (1.29) 

nj 0, — nj" + р > 0, (1.30) 

и ue в М дал у Аим 
У Фи +У УАФЕНУУХ min. = (1.31) 
1=1 ЛЕК, 1=1 j=l REK, i=l 

Решение двойственной задачи (1.28) — (1.31) в сделанных предполо- 
жениях о невырожденности имеет вид 

0 

Е’ =0, (|, ЮЕК\ (м, п), 
(0 
Ni — 0, (Т, Е) ЕК \ (m, n), (1.32) 
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0 

ni = 0, LE Lr nt? pen, LE 
0 7 . 0 

= 1 Dn pen. 
1eLn— 

Для того чтобы определить неизвестную величину ее ‚ необхо- 
димо последнее соотношение в (1.32) подставить в (1.29). В результа- 
те будем иметь 

1 0 

> Y pODna' En = 1. 

0 

Таким образом, и - ( У y p’ Dra at) , 
ЕЁ i=l 

у Det p°( у у pDita a) , d=1,2..., 1 (1.33) 
ELT lel i=l 

Теорема. Пусть при некоторых фиксированных весах у получено 
0 

оптимальное решение Х! задачи (1. 18) — (1.22), а соответствующее 
RL 

дезагрегированное решение x! = a Xi ’ вместе с @, y;" не является 
оптимальным для исходной задачи (1.8) — (1.18 ). Тогда существует 
допустимое к (1.8) — (1.13) решение со строго большим значением 
функционала. 

Доказательство. Введем следующие обозначения: 

^ бу ^ мл 

0 10,0, 0 J 0 
h, — » A Xj — , hj. 

Справедливо следующее вспомогательное утверждение. 
Лемма. Достаточным условием оптимальности решения в исход- 

ной задаче (1.8) — (1.13) является выполнение равенства 

“an 

h=h. (1.34) 

Если указанчое решение не является оптимальным для исходной зада- 
чи, то соотношение (1.34) имеет вид строгого неравенства. 
Доказательство. Его нетрудно провести по схеме, анало- 

гичной схеме из работы [37] для соответствующего утверждения. Воз- 
вращаясь к доказательству теоремы, будем считать, что р; =р, | Е 
СУ, и разложим выражение (1.17) в ряд Тейлора в некоторой ок- 
рестности точки © = 0: 

i _ 6 “t OF ye t ил о 
Aj (9) = & + P(x) —X)/X —ajp Ve (%s—Xs)/X + 0(0). (1.35) 

s=1 
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0 
Рассмотрим функцию ©, зависящую от рф согласно формуле (1.27) 
в некоторой окрестности точки р = 0. Принимая во внимание усло- 
вие невырожденности, следует заметить, что указанная формула спра- 
ведлива также и в некоторой окрестности точки р = 0. Не ограничи- 
вая общности рассуждений, дальнейшие выкладки для простоты изло- 
жения проведем в предположении У? = 0, [6 /. Подставляя в пра- 
вую часть (1.27) соотношение (1.35), имеем 

6 - (49%. + У 1) | У бат an + 

—1 

+p (ti, — x8) /X! —alp 8 иж о 
$==] 

Введя обозначение 
оч ч ly) tmi 

Ya Tat, 
Ln fel; 

и разложив знаменатель последнего соотношения в ряд Тейлора, по- 
‘лучим 

(; . ’ 

обо - (49+ У Фр) тр У Убит — 
1eLt— кр" (Е!) 

ооо 
«яр У у Din pa ay (x3 — Xs) XT + 0(p). 

ЕЕ, = $=1 

Учитывая, что 

0 ео 

(Aon + у ол) т" = 0, Ga! (X~') = 1, 
Lely 

согласно (1 о) перепишем последнее соотношение в виде 
. 0 

9 (2) = _ 0 У у, РОТ x i im — Хи) TO! +. 

161" — ЕТ] 

+е » у Ри ор” у (i — x) T + 0 (0). (1.36) 
lel {=1 

0 

Третье слагаемое (1.36) с учетом формул (1.33) для © (60) примет вид 

орг OO, ~ 0 

pd YM (x; — x) = (h—A). 
j=l ely 

Второе слагаемое с учетом (1.14) и (1.13) можно преобразовать к виду 
0 ( 1 (0 (0 —nl) | tn(i) 1 

—e 2X (yin т — yin” )— (Yn —Ym)\T~. 
era 7 
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Разбивая последнее выражение на четыре суммы, видим, что послед- 

HAA равна нулю по определению множества индексов Гм. Третья 

сумма дает величину рАФ„Г-!. Первая сумма согласно `(1.19) меньше 
или равна оАФ„Т-1. 

Таким образом, имеем 
0 0 ^ и АИ, Ш И 
9 (р) = Ор — № р У рот" pFnT' + 0(0), 

n— 
ICL 

^ 0 0 

где й — И >> 0, Ри >> 0. Окончательно имеем неравенство © (0) > 0, 
что и доказывает теорему. 

В заключение заметим, что из доказанной теоремы в качестве след- 
оо о, 

ствия можно вывести сходимость опорных решений х,, ©, yf к оп- 
тимальному решению исходной задачи. 

Предыдущие построения относятся к двухэтапным задачам сто- 
хастического программирования блочного типа. Однако метод приме- 
ним для решения и других задач: 

1) одноэтапной стохастической задачи блочного типа с построч- 
ными вероятностными ограничениями [13]; 

2) одноэтапной задачи блочного типа с вероятностными ограниче- 
ниями и детерминированным решением [7]; 

3) одноэтапной задачи стохастического программирования с реша- 
ющим распределением нормального вида [18]; 

4) блочной двухэтапной задачи стохастического программирования 
с непрерывным распределением вектора ограничений [8]. 

$ 2. Разложение задач оптимального управления 

В данном параграфе итеративный метод декомпозиции на 
основе агрегирования переменных [119] применяется для некоторых 
конкретных задач оптимального управления. Рассматривается задача 
управления для системы гармонических осцилляторов. Эта задача 
имеет решение с разрывными управлениями и метод разложения до- 
пускает аналитические конструкции на всех промежуточных этапах. 
Изучается также задача с квадратичным критерием качества, где при- 
водятся аналитические построения промежуточных задач метода де- 
композиции, причем окончательное решение получается за одну или 
две итерации. Кроме того, рассматриваются модельные оптимизаци- 
онные задачи из математической экологии, теории упругости, химиче- 
ской технологии прокатного производства. Для этих задач выясняется 
эффективность использования метода разложения по сравнению с пря- 
мыми методами их решения. Во всех указанных задачах имеются 
оптимизируемые системы, состоящие из большого числа подсистем. Та- 
ким образом, метод декомпозиции на основе агрегирования перемен- 
ных позволяет «перебросить мост» между системным анализом и раз- 
личными прикладными областями. 

Гармонические осцилляторы. В работе [94] при анализе послед- 
ствий взрыва исследуется задача оптимального управления для гар- 
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монического осциллятора, которая формулируется в виде 

md?x (t)/dt? +kx(t)=u(t), Ox<u()<w, х(Г)- тах, 

где т — масса осциллятора; k — ero жесткость; и (1) — управляю- 
щая функция; Т — конечное время. Осциллятор при # = 0 находится 
в начале координат и неподвижен. 

Рассмотрим систему, принятую состоящей для простоты из двух 
гармонических осцилляторов, и поставим следующую задачу опти- 
мального управления: 

dx, (f)/dt = y, (4), aX, (t)/dt = y, (t), 

dy, (t)/dt = — OX, (t) + u,(f)/m,, dy, (t)/dt = — 2х. (t) + u, (f)/m,, 

0<4,)<5%, О=и, (1 < и», (2.1) 

и (и <, 
р = дах. (Г) - ух» (Г) —> тах, 

2 
где Wj, >, W1, Wy, W, 1, \. — положительные постоянные. В задаче 
(2.1) есть пара условий, которые состоят из локальных ограничений. 
Существует также связывающее ограничение на управления XU, (ft), 
и (Г), которое объединяет два осциллятора в единую систему. 

Сначала решим задачу (2.1), непосредственно используя принцип 
максимума Понтрягина [91], затем построим ее решение с помощью 
итеративного метода разложения [117]. Гамильтониан задачи (2.1) 
имеет вид 

Н = Фи, - ф: (— ix, + Uy/My) + PeYe + Vo (— (2X, + U,/Ms), 

а сопряженные переменные удовлетворяют уравнениям в краевыми 
условиями 

dp, (jdt = wip, (1), а (0/4 = — 9: (9, Ф(Т)=у, (Г) =0, 
dep, (t)/dt = wzp, (t), аф, (0/4 = — $. (9, Ф(Т) = у, (ТГ) = 0, 
так что после интегрирования (2.2) получаем 

фи: (Ё] = 1, с0$ ®. (Т —1), 11 (1 = (11/0,) $т о, (Г — 0, 

фо (1) = %. с0$ в, (Т— 1, Pg (f) = (Yo/2) Sin w, (T — 2). 

Согласно принципу максимума Понтрягина приходим к следующей 
задаче! 

(2.2) 

О=и, О <ш., 0<и(0=<%., ШО -и (<, 

[(y,/m,@,) sino, (T — A) u, @) + 

+. [(y./m,W.) Sin @, (T — t)] u, (t) > max. 

Примем следующие предположения: и; > и, ш, > и, тогда 
вторые неравенства в локальных ограничениях (2.3) несущественны. 
Будем также считать 

(y, sin о, Г)/(ти о!) > (у. эт о,Г)/(тоо.), @.Г < 1/2, of << 1/2, 

(т, < у/т.. 

(2.3) 
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При малых значениях # первый коэффициент при управлении в 
функционале (2.3) больше второго. При Ё близких к Т, имеем 
п ®, (Т— д - о, (Т — 9, ] = 1, 2, и уже первый коэффициент мень- 
ше второго. Таким образом, есть точка переключения {*“, которая 
является корнем уравнения 

71 п, (Т — ОАт:о!) = у, зп ®, (Г — ть), 
и оптимальное управление задачи (2.1) записывается в виде 

и ([=ш, #610, #), и (=0, ЕЁ, Тр 

и (И =0, ft€[0, 1%), и, (р) =иш, 1Е(, Т]. 
Оптимальное значение [* функционала задачи (2.1) легко вычисля- 

ется: 

ре = уч [с0$ в, (Т — t*) — cos в, Г] тт) -|- 

-- 75% [1 — с03 ®. (Т — #Ит,оз. (2.4} 
В методе декомпозиции предполагается рассмотрение агрегирован- 

ной задачи вида 

ax, (t)/dt = y,(), dx, (t)/dt = y, (2), 

dy, (t)/dt = — w}x, (t) + a, (QU (/m, 

dy (t)/dt = — 5х, (1) + а, (ВИ (ть, (2.5} 
И (<, g = ах, (ТГ) + фох, (Г) > тах, 

где заданы неотрицательные веса агрегирования © (д), «. (1), причем 
о: (1) | а, (В = 1. 

Сопряженные переменные Ф,, {,, | = 1, 2, задачи (2.5) совпадают 
в аналогичными переменными исходной задачи (2.1), а оптимальное 
управление в (2.5) имеет вид (И° = и. Двойственная функция 6% (#} 
для ограничения И (1 < и вычисляется так: 

68 (#) = V1, (¢) sin w, (T — A(myy,) + Poe (2) по, (Т — Э(т.х.). 

Зададим на начальной итерации постоянные на отрезке [0, TH 
веса о, &, > 0 и рассмотрим локальные задачи. Первая локальная: 
задача ставится следующим образом: 

dx,()idt=y,(), dy, () =— ox, () +a, (im, 0<u,() <a, 
T 

fy = ах, (Г) — \ 5° (t) u, (t) dt > max. 

Согласно принципу максимума Понтрягина, для этой задачи имеем: 

{(Y4/@,m) sin w, (T — t) — 

tet sin @, (T — f)/(m,o,) | ау. зто, (Т — t)/(m,,)]} u, (t) > max, 

O [y, sin w, (T — t)/(m,@1) — у. п о, (Г — t)/(m,w,)| u, (t) > max. 

Таким образом получаем разрывное оптимальное управление у (#} 
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< точкой переключения в Ё: 

u,t)=w, 1610, #*), и (=0 tee, TI. 

Аналогичное решение второй локальной задачи приводит к опти- 
мальному управлению: 

из) =0 #6100, #), =, 16, Т| 
Далее, согласно общей схеме [117] строятся веса агрегирования 

O (1, Px, 62), Op (1, Pi) р») при 0 = О; => 1, Г = 1, 2, по формулам 

ota (ty Pay ©а) = [40 (0) + р, (и (9 — и (Q)VIU + ра (и (9 — Ш (0) + 

+ ра (и, (9 — и (0) 

Ore (ty Py» Pa) = [US (6) + 9 (uy (t) — U8 (INU? + 9, @, 9—0) + 
+ рь (и (1) — и3 (1), 

где us (t) = a, (ft) U°, | =1, 2. Эти веса имеют разрыв в точке ¢* 
при всех значениях р, Е [0, 1]. Если ввести обозначение 

A; (t, Py, Po) = H(t, 01, 02) FE [0, ¢*); 

Cy (р, От, ое) — a; (1, От, 0.) LE ([*, Гу 

то легко получить формулу оптимального значения функционала 
2° (01, 05) как функцию параметров ру, 0.: 

(2.6) 

8° (р, ©) = yim) (a, (01, 0») — OL, (01, P2)) cos w, (T —t*) — 

— Cy (01, Pg) COS MT + Oy (01, P2)) ++ Yot/ (1002) [(a, (1, 62) — 

— Gy (01, Pg)) COS Wy (T — f*) — Hy (Py, Pg) COS oT + Gg (P1, ©5)]. (2.7) 

Возьмем р; = р» = р, тогда функция 2° (6) имеет максимум в точке 

о = 1, при этом @, = а, =1, @ =а, = 0, и по формуле (2.7) опре- 
делим оптимальное значение функционала (2.4) исходной задачи 
(1.1). Таким образом, оптимальное решение получено на одну итера- 
цию. Остается проверить критерий оптимальности [117] 

T T 

п; = ах (Г) - фах, (Г)— | бай — | 8° (a, + tq) dt — ХИТ) — (т), 
0 0 

где величины x; (Т)) |=1, 2, соответствуют дезагрегированным 

управлениям и; (1, j = 1, 2. 
Для оптимальных весов имеем выражение функции 

5°?) = y, sin, (T —A/(m,o,) 1610, #); 

§°(¢) = y, sinw,(T —A)/(m.w,) 1 € (t*, T), 

откуда легко получаем л, = 0. 
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2. Модель с квадратичным критерием качества. В работе [27] изу- 
чается простейшая модель оптимального пристреливания, которая опи- 
сывается следующим образом: 

T 

dx (t)/dt=u(t), х(0)=х, 0,5сл? (Т) - 0,5 \ и? (т) ат — min, 
0 

где х, с — постоянные величины. Так же, какв п. |, рассмотрим си- 

стему, состоящую из двух подсистем, которая формализуется в виде 

ax, (t)/dt = u, (ft), x, (0) = %, dx, (f)/dt = u(t), X_(0) = Xe, 

uw, (t) >0, и. (0>0 = 

| и (О -и, (0 < _ (2.8) 
Т Т 

О,бсьх? (Г) + 0,буи | м (в) ат - 0,558 (Г) | 0,5%, | и8 (е) 4х — пит, 
0 0 

где 1, % < 0, С, со, фа, Yo >> 0. 
Сначала будем решать задачу (2.8), непосредственно используя 

принцип максимума Понтрягина. Гамильтониан запишется так: 

H = — 0,5y,ui — 0,5yate + py + фай», 
а для сопряженных переменных имеем 

ap, (f)/di = 0, ф, (Г) = — сах, (Г); arp, (t)/dt = 0, p. (T) = — c2x, (7), 

откуда получается wp, (t) = const = —c,x,; (T), j= 1, 2; #610, Т|. 
Приходим к задаче 

и, (0)>0, и: (0>0; ш0-+ 0 <, 
— 0,511 (В — 0,5%из (6) — сах, (Г) и. (© — сох, (Т) и, (д — тах. 

При достаточно больших по абсолютному значению х/,- х› связыва- 
ющее условие является существенным, и тогда имеем задачу безуслов- 

ной минимизации 

—0,5y v1 — 0,512 — сах! (Г) и! — сохо (Г) и» + ^ (и — и, — и.) —> min, 

где A — множитель Лагранжа, а х,(Т), х, (Т) — пока неизвестные 
постоянные. После дифференцирования получаем систему уравнений 

— 11 — с: (Т)— Л=0, — фи, — сх. (Т) А =0, ш-и, = щ, 

решение которой имеет вид 

и: = (— сах, (Г) + сох» (Т) + 24) /(, - Vo); 

из = (сах, (Г) — сх» (Г) - у) (у, - Yo): 

Таким образом, оптимальные управления NOCTOAHHbI Ha OTPe3 Ke 

[0, Т]. Остается определить неизвестные х, (Т), х, (Т) из системы ли- 
нейных алгебраических уравнений 

ж (Г) =, te (— сих, (Г) + сьх, (Г) + у) ТК, + %), 

х. (Г) = жь -{ (сах, (Г) — сох. (Т) - 91) T/(¥1 + Vo), 

15 6372 205 
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откуда получаем 

ж (Г) = [с2Т (жа: - %e) +X (Vi + Vo) + WT (CoT + у, + + 

+ Г (Cy + Ce)), 

Xo (T) = [€,T (%, + Xe) + Xe (Yi + V2) + OT (CT + Иа - № + 

+ Г (Cy + Co), 

и окончательно 

и. (1) = (Л + @ Ду, - Ye + T (C1 + C2); 

и» (В) = (-Л + Дм, - Ye Е Т (с + с), 

где Л = сх, —сж, © = (МА + аГ) ©, = (1, + с.Г). При этом 
если — 0. < Л=<О,, то ши (6, и. (0 >0. Заметим, что последнее 
предположение выполнено при А = 0, т.е. когда сх! = CoXo. 

Далее проанализируем решение задачи (2.8) методом декомпози- 
ции [117]. Рассмотрим агрегированную задачу при заданных постоян- 
ных весах о, @., 0, -- a, = 1. Имеем: 

dx, (t)/dt = a,U, x,(0) =; ах. (1/& = 0, хо (0) = х., 

0<U<y, (2.10) 
T T 

4 = 0,512? (Т) + 0,5y,07 | U%dt + 0,5c,x3 (T) + 0,5y903 | U2de > min. 
() 0 

Сопряженные функции агрегированной задачи такие же, как в исход- 
ной (2.1), а из принципа максимума Понтрягина следует 

(— сах, (Г) — в.сох. (Т)) И — (0,510 ++ 0,502) И? —> тах, 

0<U<y, 

откуда для оптимального управления (° получаем 

(0 = ша (в, 0*), 0* = —(олсихи (Т) + асьхь (Т)) (ной — Yom). (2.11) 

Пусть минимум в (2.11) достигается npn U® = и, тогда легко вычис- 
лить выражение для U*: 

(* = (— исх, — окиси») (ой +r 7202) + T (стой + 6506). 

Неравенство U* > & выполняется при всех значениях 01, %», когда вели- 
чины х1, Х› являются достаточно большими по абсолютному значению. 

Сопряженная переменная 60°, соответствующая ограничению U < 
< и, записывается в виде 

60 — — ос, (к, + шТ) — ао, (ко + ашТ) + (злой 292) W. 

Рассмотрим первую локальную задачу 

dx, (t)/dt=u,(t), ^, (0) =ж, и (0 >0, 
T T 

0,5¢,x, (T) + 0,5y, | мат -- | би ат — min, 
0 0 

Имеем р, (1) = —сх, (Т). На основании принципа максимума Понтря- 
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гина получаем | 

— вах, (Г) и, — 0,5ш — 8, —> тах u,>0, 
откуда 

ti, (t) = — (64%, (T) + Yn 

¥4(T) = (41 — &T)/(y, + c,T). 

Необходимо, чтобы выполнялось неравенство u, > 0, что приводит: 
к неравенству 

и, кроме того, 

—С1 On, - — &T)/(~, + CT) — §° > 0, 

или окончательно | 

| 2 2 
— OA ++ [oi (CT — 1) + 2 (CT — y,)] w > 0. 

Если значение Л достаточно мало, то последнее неравенство выпол- 
няется при С.Т — y, > 0, j = I, 2. ‚В таком случае, как легко убедить- 

ся, и во второй локальной задаче tp >0, причем оптимальные управ- 
ления локальных задач имеют вид 

u, =[EA+ a [ai («ТГ — V1) + a5 (CoT — yy; + eT), J=1, 2: 

E=a fHl § =—a, j=2. 

Далее рассмотрим оптимальное значение функционала агрегиро- 
ванной задачи как функцию весов о, 1 

2 2 2 

— 2¢,%,0,0wT — соози?Т — wy 037) 0,5. 

Полагая ©. = &, а, = | — а, находим стационарную точку функции 
20 (а, | — а): 

a = (A/w + (Col + \»))/ (Г - 11) - СТ - 5), 
что соответствует весовому коэффициенту, вычисленному для опти- 
мального решения исходной задачи (2.8). Будем рассматривать весовые 
коэффициенты ©, а, как функции параметра р, вычисляя их по фор- 
муле (1.6) при р: = р, = р. Попытаемся найти точку р°, в которой 
выполняется равенство 

= (Ay/W + (Col + %›)) (С.Г - №1) - (©Т - %)]. 

После довольно кропотливых выкладок получаем 

р’ = (А — А) (А — А) + А (—1- (А + (у, + ,T) + - 

+ (=A + ®) Ху» - с»Г)], — | 

где А = а (CT + yy) — (С.Г + 1»); Q = a (С.Т — 91) + 9 (ТГ — 9). 
Если Л = 0, то максимум функции 2% (0) достигается при 60° = 1, м 
оптимальное решение исходной задачи всегда вычисляется за одну 
итерацию. За счет выбора начальных весов можно сделать для опре- 
деленности АД >> 0. Если при этом значение А положительно и доста- 
точно мало и, кроме того, 

— 1+ (@&.^ + ®) Ху + OT) + (— OA + 22)/(Y2 + C27) > 0, 
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TO < 1, р- |, т. е. максимум функции 2% (0) достигается внутри. 
отрезка [0, Т], и решение исходной задачи получается за одну итера- 
цию. Если же последнее неравенство имеет противоположный смысл, 
то 0° > 1, р’ -— Ь и решение исходной задачи получается за две ите- 
рации. 

Таким образом, прямое решение исходной задачи (2.8) сводится 
к системе линейных алгебраических уравнений (2.9). При достаточно 
большом количестве подсистем эта процедура весьма трудоемка при 
реализации на ЭВМ. Можно представить ситуацию, когда возникает 
проблема ограниченной оперативной памяти ЭВМ. Использование ме- 
тода разложения исключает эту проблему. Кроме того, поскольку 
локальные задачи являются независимыми, то они могут быть распа- 
раллелены на многопроцессорных ЭВМ [47]. 

3. Задача оптимального сбора урожая в однородных популяциях. 
Изучаемая в работе [102] модель непрерывного сбора урожая из одно- 
компактного биогеоценоза выглядит следующим образом: 

44 (1/4 = (М (0—9 (1)) В — в (М (0 — 9), 

aN (t)/dt = —oq (t) + (N —9(1)) (В — в (№ (9 —90),, 
0 (0) = М (0) = № 0=90=<м№М0 

С (Г) — тах. 

есь М№ (1) — численность популяции, из которой к моменту Ёотби- 
рается д (1) особей. Вторым уравнением в (2.12) описывается динами- 
ка численности популяций, где коэффициенты В и и характеризуют 
соответственно естественный прирост и конкуренцию особей в популя- 
ции. Функция С (1 определяется в виде 

é 

(2.12) 

60 = | 94 --№(), 49/4 = 09, 
0 

что соответствует сумме собранного урожая и оставшихся в популя- 
ции особей. Переменная 4 (1) играет роль управления, O — коэффи- 
циент пропорциональности. 

Предположим, что осуществляется централизованный процесс 
сбора урожая для простоты из двух биогеоценозов, при этом существу- 
ет ограничение на сумму отбираемых особей. Приходим к задаче 

dG; (t)/dt = (N; (t) — q; (¢)) [B; —B, (N; O — 9; OI, 

АМ; (1/4 = — 619; (1) + (М, @ — 9, (0) В; — в (М; (9 — 9, (9, 

Nj 10) = = 0,(0) =М, 0<49,(0<м^, (0, 1=12, — (2.13) 
91 (0+9, (0 <% (0, о 

7141 (#) - %29. (1) — тах, 

где постоянные коэффициенты \:, ф, > 0 характеризуют ценность 
особей. 

Сначала: рассмотрим прямое решение задачи (2.13) с использова- 
нием принципа максимума Понтрягина. Гамильтониан задачи (2.13) 
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имеет вид | | —. 

Н = ф, (№, — 91) (В, — в, (М, — 9,1 + $, (М, — 91) [В — щ (М, — 91] — 

— 1019, + Фз (№, — 92) [Вь — и» (№ — 92)] + 

- ф (М, — 92) [Вь — и» (№› — 92)] — P2% Je, 

а сопряженные переменные ф‚, 1ф,, | = 1, 2 удовлетворяют уравнени- 
ям с граничными Условиями вида 

Аф; (1/4 =0  Ф/(Т) =» 

ф/(Й =1, 1610, Г], 
— 4$, (1/4 = УВ, — 27 (М, — 9) + Вир, — 2вф, (М; — 9), 

| p(T) =90, j=l, 2. 
Будем предполагать, что связывающее условие в (2.13) является 

существенным. Тогда использование принципа максимума Понтря- 
гина приводит к системе уравнений относительно 01, Jo, A 

— Вл, - 27, (М, —9;) — ФВ; ф2ы, (М, — 9) —с— А =0, (2.15) 

1=1, 2; 91 + 92 =, 
где ^ — множитель Лагранжа, соответствующий связывающему огра- 
ничению в (2.13). Решение этой системы для него следующее: 

A= [N, +N, —w(e, /2py + % [2 5) Злр» (у, - V1) (Ye + 

+ %e)/[by (Py 1) + Be (Yo + Wo)] — [Me (V2 + We) Ory + 

HE By (Pi + ф,) оф (у, -- Py) + Be (Ye Е $.)]. (2.16) 
Уравнения для \{, из (2.14) преобразуются к виду | 

dip; (Q/dt = ofp, (t) +A, p(T) =0. (2.17) 
Таким образом, решение исходной задачи сводится к интегрирова- 

нию двухточечной задачи, которая задается вторыми дифференциаль- 
ными уравнениями из (2.13), где управления 4, (1), ] = 1, 2, выража- 
ются из невыписанных решений системы (2.15), а также уравнениями 
(2.16), в которых А вычисляется согласно (2.16). Решение указанной 
двухточечной задачи существенно усложняется с ростом количества 
подсистем, так как в этом случае уже не просто решить систему линей- 
ных алгебраических уравнений типа (2.15), тем более саму двухто- 
чечную задачу. Здесь может оказаться недостаточным имеющийся 
объем памяти ЭВМ, о котором уже было указано в п. 2. 

Далее рассмотрим решение задачи (2.13) методом разложения. 
Зададимся весовыми функциями ©, (1), % (1) >> 0, такими, что © (В + 
+ a, (1) =1, и выпишем агрегированную задачу: 

dG; (t)/dt = (N, (t) — a, (t) Q (0) [B; — By (NV; (0 — a, QI, 
dN ; (t)/dt = — oe, (t) Q(t) (М, (9 — а, (09 (1) X 

х В, — в, (№, (0 — а, A) (0), (2.18) 

0<а;(000<мМ,(0, 06,0 =мМ0=мМ, J=1, 2, | 
0<90<50, ля, (Г) + 1,6, (Т) -> max. 

откуда 

(2.14) 
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Если оптимальное решение той задачи (° (1) = ч (1), то сопряженная 
функция 6° (1) ограничения О (1 < в (1 вычисляется в виде 

2 

0° (1) = > (—a Biv; Е 24, (М, — a;Q°) 78; — 0; + 

+ [—a,B; + 20,8; (VN; —a,Q°)] ,, 

где функции №, (1, | = 1, 2, получаются после интегрирования BTO- 
рых дифференциальных уравнений в (2.18), а ф, (Й,] = 1, 2, вычис- 
ляются после интегрирования уравнений 

— ар, (1/аЁ = В, — 21 (М; — 9) + Вир, — 2; (М, — “5, 
ф/(Т) = 0, 1 == 1, 2. 

Рассмотрим локальные задачи, которые в данном случае имеют 

ВИД 

T 

а (Т) — \ 6° (т) 4, (т) 4т — тах, j = 1, 2, 
0 

при условиях, задаваемых локальными связями (2.13) при каждом 
фиксированном | = 1, 2. 

Использование принципа максимума Понтрягина для локальных 
задач приводит к независимым уравнениям 

— Bj + 2, (У, — 9) — ФВ, 2, (М, —9;) — сд, — в =0, (2.19) 

| j=1, 2, | 
где сопряженные функции 1, (1) удовлетворяют уравнениям (2.13). 
Из (2.13), (2.19) получаем простую связь 

dup; (t)/dt = orp; + 5°, p(T) =0, j=l, 2. (2.20) 

После интегрирования (2.20) и подстановки тр, (f) B (2.19) merko Ha- 

ходят величины ЛМ, —0,;, а затем и оптимальные управления д, (1) 
локальных задач. Таким образом, решение задачи (2.13) методом раз- 
ложения существенно проще, чем ее непосредственное решение, что 
особенно становится очевидным с ростом J. 
° 4. Модель из теории упругости. В работе [115а] изучается задача 
о форме стержня, выдерживающего без изгиба данную предельную 
сжимающую нагрузку Р и имеющего наименьший вес (или объем). 
Дифференциальное уравнение изгиба центрально сжатого стержня 
имеет вид 

Eld?z (l)/dl? + Pz(l) = 0, 

где Е — коэффициент жесткости; / — момент инерции; г — смеще- 
ние стержня. Это уравнение записывается в виде системы 

| (=, ах = — Р2 (0 (1. 
Здесь y — угол наклона, а величина и (1) = Е! (1) рассматривается 
в качестве управляющей функции, которая определяется соответству- 
ющим подбором площади поперечного сечения стержня как функции 
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координаты [ (в работе [102] для определенности принимается линей- 
ная зависимость между моментом инерции и площадью поперечного 
сечения). 

Фазовые координаты подчиняются граничным условиям 

2(0) =0, X(L)=0 

и ставится задача на минимум объема стержня 
L 

\ u (l) dl —-> min. 
0 

Представим централизованное производство из единого материала J 
стержней одинаковой длины Ё, каждое из которых выполняет ука- 
занную выше функцию с предельной нагрузкой Р’. Предположим, что 
количество материала при изготовлении стержней ограниченное. При- 
ходим к следующей задаче: 

42, (= (0, ах = Ре, (м, (1), 2, (0) =0, Х, (Г) =0, 
J 

uj ()>0, j=1,2,..., J, Ш <=, (2.21) 
J L 

1=10 

где у; — коэффициенты важности, а ш (1) — заданная функция, удов- 
летворяющая условию ограничения количества материала вида 

L 

{| w(t) dl <W —const. 
0 

Вид функции целесообразно определить после решения задачи о един- 
ственном стержне [102]. 

Сначала рассмотрим прямое решение задачи (2.21) с использова- 
нием принципа максимума Понтрягина. Гамильтониан задачи (2.21) 
имеет вид 

J 

Н = x (pj; X; — Рени, — туш), 
|= 

а сопряженные переменные удовлетворяют следующим дифференци- 
альным уравнениям и граничным условиям 

de, (t)/dt = Ppp, (t)/u, (), arp, (/dt = —9,(d), 9; (L) = 9, (0) =0. (2.22) 
Сравнивая эти соотношения с уравнениями и граничными условиями 
для фазовых координат (2.21), заключаем, что можно принять 

2; (1) = $, (1, (= $; (0, pH, 2,..., J. 

Будем предполагать, что связывающее условие в (2.21) существен- 
но, тогда после дифференцирования гамильтониана получаем систему 
уравнений 

J 

Pziluj —y; -—V=0, j=1,2,..., 7, Yuj=w, (2.23) 
=1 
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где роль неизвестных играют величины и, | =1,2,..., У, и А — 
множитель Лагранжа для связывающего условия. К сожалению из 
системы (2.23) невозможно получить аналитическую зависимость 
управления от 2, у,, и или по крайней мере найти зависимость 2,/и; 
OT ,;, и. Тогда можно было бы проинтегрировать уравнения задачи 
(2.21). 

Далее будем решать’ задачу (2.21) методом декомпозиции. Диффе- 
ренциальные уравнения агрегированной задачи заменяются следую- 
ЩИМИ: 

а, = 2 РИ И 0, 1=Ь2,..., Л (2.24) 
где © (1) весовые функции, И (1) — агрегированное управление. 
Если условие И (1) < и (1) агрегированной задачи является сущест- 
венным, то соответствующая ему сопряженная функция 6° (/) записы- 
вается в виде 

J 

8 () = Ye Oia, w (0), 
Здесь функции 2, (1, [ = 1,2, ..., Г, уже определены после интегри- 
рования (2.24) и уравнений для dy, (l)/dl. 

Рассмотрим локальные задачи. Их функционалы имеют вид 
1 

\ (yj + 8°) u,()dl—> min, j=1,2 ...5 4, 
0 

а связи задаются уравнениями из (2.21) при каждом фиксированном 
Г. Сопряженные функции удовлетворяют уравнениям (2.22), а прин- 
цип максимума Понтрягина приводит к задачам 

— Zi /u;— (y+ 0) и; тах, и/>0, j=1,2,..., J, 

откуда после дифференцирования получаем простую формулу 

гии, = Ил! 6. | | 

Подставляя ее в правую часть второго дифференциального уравнения 
задачи (2.21), окончательно находим оптимальные управления ло- 
кальных задач. | 

Таким образом, решение задачи (2.21) методом разложения намного 
проще по сравнению с ее прямым решением. По аналогичной схеме 
исследуются задачи теории упругости, подобные задаче (2.21). 

5. `Распределение температуры в химических реакторах. Исследу- 
ется задача оптимального управления температурным режимом при 
протекании в реакторе двух последовательных реакций первого по- 
рядка. Модель имеет вид 

ах (Ола = ах (В, ау (д = 2х (0 — №, x (0) = 2°, y(0) = 9", 
0<х<1, 0<и<1, k' =k exp(—E!/RO) k? = k?° exp (— E2/RO), 

y (T) > max. | 

Здесь хи иу — мольные доли соответственно исходного и промежуточ- 
ного веществ, 69 — температура, А! и КЕ? — константы химических 
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реакций, которые вычисляются по формуле Аррениуса. Необходимо. 
показать, что при Е? > Е! оптимальное управление 0 является не- 
прерывной функцией. 

Представим, что существует / химических реакторов и распределе- 
ние температуры происходит централизовано. Такая ситуация возни- 
кает, когда температура пропорциональна количеству сжимаемого. 
топлива, так что, по сути дела, происходит распределение топлива по. 
подсистемам. Приходим к задаче 

dx; (t)/dt = kjx;(), dy; Q/dt = kix; — Ву; 0, 
x;(0) =x}, 4,0) = Yj, 

O<xj<1, OXSyj<1, ky =k; exp(—E;/RO; (0), 
i = kP exp (—E3/RO; (t)), (2.25) 

J J 

Хе < и), |= У лит) тах. 
Вначале попытаемся решить задачу (2.25), непосредственно исполь- 

зуя принцип максимума Понтрягина. Пусть для простоты yj; = 0, 
j=1,2,..., J. Гамильтониан имеет вид 

= у (Bix )9; + kj iX jj — упр), 

а сопряженные функции удовлетворяют следующим уравнениям 
с граничными условиями 

аф; (1/4 = #; ($: (0 — $, (0), а, @/@ = Еф (0); 
ф/ (ТГ) =0, p(T) = ¥. (2.26), 

После интегрирования получаем 

p; (t) = y/Ril(Ri -+ Rj) [exp (—hj (T — 1) — ехр (—# (Г — В) 
b(t) = y,exp (kj (¢—T)), х,() = <7 exp (Ryd), (2.27) 

y; (t) = xjki/(R} + Rj) [exp (R,t) — exp (A22)]. 
Если предположить, что связывающее условие в (2.25) является су- 
щественным, то приходим к системе уравнений относительно 0,, 
Г=1,2,..., Л, и А (А — множитель Лагранжа связывающего условия): 

9100, (xi; [2 (Ri)? (exp (— kT) + (Rj -|- Е) [ — (Ri)? exp (k,T) + 

+ Rik; exp (— RiT)WMkj + ki) —-’=0, f=, 2,..., J, (2.28) 
J 

Учитывая зависимость ki, ki от 9, можно сделать вывод о том, что 
выписанная система (2.28) весьма не ‘проста, и усложняется с увели- 
чением J. 

Далее будем решать задачу (2.25) методом разложения. Если в аг- 
регированных задачах при фиксированных весах @, (1) выполняется 
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J 
равенство у 09; = 0 = и, то не сразу вычисляется сопряженная 

Функция 60 (/), соответствующая условию 0 < в. Функционалы ло- 
кальных задач имеют вид 

v4; (T) — i 5° (t) 0; (t) dt тах. 

Сопряженные функции локальных задач вычисляются по формулам 
(2.27). Принцип максимума для этих задач приводит к равенству 

0/08; { 7p; (2 (Ri)* (exp (— &/Г - (#; + #)#— (р? ехр(#/Г)) + 
ЕЕ, ехр (— А} TVR; + ki) — 50 = 0. (2.29) 

Из равенства (2.29) можно вывести зависимость оптимального управ- 

ления 0 (от Е. Ясно, что решение уравнений типа (2.29) намного 
проще, чем решение системы (2.28). Это обстоятельство указывает 
на эффективность разложения в данном случае. 

6. Оптимальный нагрев металлических пластин. Изучается зада- 
ча оптимального одностороннего нагрева пластины, на которой нарас- 
тает окалина по закону 

dx (t)/dt = ny (0 (t))” exp (— v/0(t)), х(0)= 

rie х (1) — квадрат толщины слоя окисления, 09 — температура 
(управление), ч>0, > 0 — константы, характеризующие взаи- 
модействие металла с атмосферой. В качестве критерия выбирается 
минимизация окалины в конечный момент времени Т. 

Так же, как в п. 5, рассмотрим централизованный обогрев системы, 
состоящей из / пластин, и поставим следующую оптимизационную 
задачу: 

dx; (t)/dt =, 0 (O)~' exp (— v,/8, (0), (0) = xj, 0; () > 8, — const, 
J J 

j=1, 2,...,4, x 9, () <ш(0, [= a ух, (Г)-> пит, (2.30) 

где для простоты принято п = —1 (закон Эванса, а также 6, > \,. 
Величины %, >0, | =1,2, ..., J,— коэффициенты предпочтения. 

Гамильтониан задачи С 30) имеет вид 

Н = 3 emer ‘exp (— v,/0;), 

а сопряженные функции удовлетворяют уравнениям с условиями на 
конце отрезка 

dg; (t)/dt = 0, gp, (T) = — Vj j=1, 2, ...у J, 

oTKya uMeem @; (t) = —y, f€ [0, TI]. 
Если связывающее условие в (2.30) является существенным, то прин- 

цип максимума Понтрягина приводит к следующей системе уравнений 
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относительно 9, | = 1,2, ..., У, и A: 

али — бурно (9 Э-А=О, j= |, 2, ...у J, 

S06 =, (2.31) 
j=l 

где Л — множитель Лагранжа, соответствующий связывающему огра- 
ничению в (2.30). 

Использование метода разложения для задач (2.31) в предположе- 
нии, что агрегированные задачи имеют решение 9 = «, приводит 
к локальным задачам с функционалами 

T 

ри (Г) + | 8° (0) 8, (x) de> min, 

где 0° (1) — сопряженная функция для условия 9 = wB агрегирован- 
ной задаче, которую легко найти. Из применения принципа макси- 
мума Понтрягина к локальным задачам следует: 

— yn; (v; — 9;)/(8;)* exp (— v,/0;) — & = 0, (2.32) 
n 

откуда находятся оптимальные управления 0, (1). Ясно, что решение 
независимых уравнений (2.32) проще, чем решение сложной нелиней- 
ной системы (2.31). 

$ 3. Разложение управляемых динамических 
процессов со случайными возмущениями 

Рассматривается динамический случайный процесс, кото- 
рый задается стохастическим дифференциальным уравнением вместе 
с уравнением для наблюдения вида 

И = Ах НОЕ, Хх = 3.1) 
y (t) = Q(t) xt) + Ep (0). 

Snecb x(t) Hy (¢) — CAyYaHHble BeEKTOPbI COOTBeETCTBEHHO (pa30BbIX KO- 
ординат и наблюдения размерности пи 71; &(t)u & (1) — гауссовские 
белые шумы с нулевыми математическими ожиданиями и корреляци- 
онными матрицами у (1)6 1—5) и о (16 (Е— 5); 6(1 — дельта- 
функция; А (1, Е (1), @ (1) — матрицы; 6 (#) — вектор с согласован- 
ными размерностями, которые считаются заданными. 

Как известно, цель наблюдения заключается в нахождении услов- 
ного математического ожидания и ковариационной матрицы Д (1) 
вектора фазовых координат х (1) при условии, что известно наблюде- 
ние у (1. Известно также, что матрицы ковариации нормально рас- 
пределенного вектора х (2) удовлетворяет следующему уравнению 
фильтра Калмана: 

— 

  

—— = AD+ DA’ — DQ’o"'QD + FGF", = (3.2) 

D(0) =D 
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где ПД, — ковариационная матрица распоелеления фазового вектора 
в начале процесса наблюдения. 

Введем обозначения. 

VQ=C Wo Q), КО=ЕОСОЕ' (9 
й так же, как в работе [122], будем рассматривать задачи об оптими- 
зации помех, когда управляющая сторона стремится затруднить на- 
блюдение за динамической системой, создавая шумы в канале наблю- 
дения. Формально речь идет о выборе управляющей функции У (1, 
которая удовлетворяет некоторым ограничениям, при этом максими- 
зируется дисперсия в конечный момент времени Т. 

В указанной работе изучается конкретная модель управления, 
когда можно принять 

в() = (0, У) =У, (ОГ, 
где о, — заданная матрица г (1) >> 0 — скалярная функция, характе- 
ризующая помехи. При этом удовлетворяется требование г (1 = %, 
где 7, — заданное число. 

Предполагается система, состоящая из / подсистем с номерами 
Г =1,2, ..., У, каждая из которых описывается стохастическими урав- 
нениями (3.1) и при этом выполняется (3.2). Рассматривается указан- 
ная задача об оптимизации помех, причем генерация помех осущест- 
вляется централизованно, что характеризуется следующим условием: 

J 

№ г. <,» (3.3) 

где г; (К — управляющая функция помех, соответствующая ]-й под- 
системе. 

Неравенство (3.3) можно рассматривать как связывающие огра- 
ничения для детерминированной задачи, которая задается уравне- 
ниями (3.2) при всех фиксированных | = 1,2, ... / с невыписанным 
пока функционалом. Эта задача представляет собой динамическую зада- 
чу оптимального управления, где роль фазовых координат играют 
компоненты ковариационных матриц ДО, (1), а управляющими функ- 
циями являются Г, (й. Специфика полученной задачи указывает на 
целесообразность решения по методу двухуровневой оптимизации. 
Один из таких методов, применимых для динамических задач оптималь- 
ного управления, — это метод итеративного агрегирования. Эффектив- 
ность его применения выясняется на примере задачи (3.1) с одномер- 
ными уравнениями вида 

ах, (1) 

y(t) = x,() + EQ), 
где корреляционная функция гауссовского белого шума Ё, (4) обозна- 
чается через г, (00 (Е — 3). 
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В этом случае уравнения (3.3) для дисперсий имеют вид 

aD, (t) 

dt 

Будем предполагать, что выигрыш системы пропорционален взве- 
шенной сумме квадратов дисперсий подсистем в конечный момент вре- 
мени 

= 2a;D;(t)—Dj(1/17;Q), 2,0) = Djo. (3.4) 

J 
1 2 

f= x y;Di (T) > max, 
(= 

где 7; — заданные положительные числа. 
Делая замену переменных 2 (1 = )-! (1), приходим к следующей 

эквивалентной задаче оптимального управления: 

dz, (2) 
  

_ 
da 2a; (t) + 7’ 2; (0) = 2 = Ро, (3.5) 

J 

г; > 0, Yi) Sos (3.6) 
j=l 

J 
У, 9,2] (Г) — min. (3.7) 
j=l 

Здесь ®, — заданные положительные числа. 
Вначале рассмотрим прямое решение задачи (3.5) — (3.7) с исполь- 

зованием принципа максимума Понтрягина [91]. Сопряженные пере- 
менные удовлетворяют уравнениям 

ар; (1) 
о = D; 

a 20 ;p; (2), (3.8) 
p(T) = — 20,2; (T), j=l, 2,..., J. 

Решение этих уравнений имеет вид 

р; (® = — 2,2, (Т) ехр (2а; (&—Т)), f=1, 2,..., 7, (3.9) 

и содержит пока неизвестные параметры 2, (Т). 
Согласно принципу максимума Понтрягина, для нахождения оп- 

тимальных управлений приходим к следующей задаче: 

р, () 
у, TO — тах, 

i=] (3.10) 
J 

r()>0, j=1,2,..., J; <1 

где функционал в (3.10) представляет собой гамильтониан задачи 
(3.5) — (3.7). | 

Решим задачу (3.10). Она заключается в максимизации функцио- 
нала на положительном ортанте переменных г,;, ограниченном гипер- 
плоскостью. Максимум функционала не может достигаться ни при 
каком г, = 0, $ = 1, 2,..., 4, так как в этом случае функционал ра- 
вен минус бесконечности, поскольку все р, (1 < 0, | =1,2, ..., J. 

237



Максимум функционала не достигается ни в какой внутренней точке 
рассматриваемой области, так как частные производные функционала 
по г, (1) не равняются нулю. Таким образом, экстремальная точка 

принадлежит плоскости у г; = Го. Для ее нахождения введем неопре- 
j=l 

деленный множитель Лагранжа Л и рассмотрим задачу безусловной 
максимизации 

J J 
x ри", +. — > и тах. 
= (= 

р: 

Приравнивая частные производные по г, нулю, имеем — — — А = 0, 
г, 

1 

откуда г; =У —рИ^, а также 
J J —1 
YY = a 1 по = № и— ре, = = „(У V— =a) : 

/= 

Окончательно получаем 
—1 

=, (ХУ ) , j=l, 2,..., J. (3.11) 

Оптимальные управления, выраженные согласно (3.11), подставим 
в правые части дифференциальных уравнений (3.5). Учтем зависи- 
мость (3.9). Придем к следующим дифференциальным уравнениям; 

dz, (t) ] J _—_—_—_ 

Г = 242, (0 + = > V 20,2, (T) exp (a, (t— 7), 
. s= 

st] 

2; (0) = 2jo, 

решение которых записывается в виде 

  

J 
l — 

z; (t) = 2jo exp (— 2a,t) + 7 EXP (— 2a,t) x {[ехр (а, 2a,) t—1]x 

sj 

x exp (— a,T) V 20,2, (T) (a, + 2a))'}, j=l, 2,..., J. 
Полагая в этом выражении {= Т, получаем систему нелинейных 
уравнений относительно неизвестных 2, (Т), | =1,2, ..., 4. Анализ 
системы весьма непрост даже в случае | = 2, ион существенно услож- 
няется с ростом ., т. е. с увеличением количества подсистем в расамат- 
риваемой системе. 

Далее изучим решение задачи (3.5) — (3.7) посредством декомпо- 
зиционного алгоритма. Введем агрегированное управление 

J 

RO = Vr 
и весовые функции агрегирования a, (¢t) = г, (И/К (1), которые удов- 
летворяют очевидным условиям 

J 

а, ()>0, j=l, 2,..., J, > a, (f) = 1. (3.12) 
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При фиксированных весах a, (¢), удовлетворяющих условию (3.12), 
имеем координирующую задачу с макроуправлениями, которая в дан- 
ном случае имеет вид 

  

dz, (t) 1 . 

di ОИ Рае 2;(0) =z, fol, 2,..., 4, 

i
t
s
 

0/2; (T) — max. 
j=l 

Применение принципа максимума Понтрягина для агрегированной: 
задачи дает решение К (1) = то. В дальнейшем нам понадобится со- 
пряженная функция в (1), соответствующая условию К (1) < frp arpe- 
гированной задачи. Эта функция определяется из равенства 

и = — Ура, © Е = - я Ур 0, 
[==] j=) 

где сопряженные функции pp; (¢) yHOBJeTBOpAIOT ypaBHeHHaM (3.8), 
а в качестве условия на конце отрезка { = Т необходимо взять. 
р, (Т) =2%, г, (Т), где величины 2; (7) определяются после решений 
дифференциальных уравнений в агрегированной задаче (3.19) при из- 
вестном оптимальном управлении R (ft) = fp. 

На каждом шаге итеративного алгоритма решаются также следуо- 
щие независимые локальные задачи для подсистем: 

42. (1) | 

= 240 +, ИФ =2ю 1 >0,   

Т 

— 024 (T)— J) pr; (t) dt > max. 
0 

Сопряженные функции р, (1) для этих задач вычисляются по формуле 
(3.9). Применение принципа максимума Понтрягина для этих задач 
приводит к локализации функций вида 

р; (0) 
= —# (07, (0— тах, j=, 2 ..., J. 

Оптимальные решения локальных задач имеют вид 

г) =И РИ, 1=Ь2,..., У. 
Подставляя в правые части этих соотношений сопряженные функции 
р, (0, выраженные согласно (3.9), получаем дифференциальные урав: 
нения вида 

dz ; (2) 1 

a == — 2a,2; (t)exp(— a; (t—T)) Vp) (20,) 2 V 2; (7).   

Решая задачи Коши для выписанных уравнений при условиях 
2; (0) = г и вычисляя полученную квадратуру при # = Т, получаем 
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уравнение относительно неизвестных 2, (Т) вида 

1 

2, (T) = zjoexp (— 2a;T) + $, (Г) (2) З/У 2 (Г), (3.14) 
где функции 1, (Т) имеют вид 

Т 

фи (Г) = ехр(— а/Г) ( Vin @ ела. 
0 

Уравнение вида (4.14) сводится к кубическому уравнению относи- 

тельно У 2; (Т) и легко исследуется по стандартной схеме. Тем самым 
устанавливается эффективность применения итеративного декомпози- 
ционного алгоритма для задачи (3.5) — (3.7) по сравнению с прямым 
решением указанной задачи. Причем эта эффективность становится 
очевидной с увеличением значения J. 

$ 4. Декомпозиция динамических задач управления 
в условиях неопределенности | 

В данном параграфе метод разложения на основе агрегиро- 
вания переменных применяется для динамических оптимизационных 
задач в условиях неопределенности типа изучаемых. в работе [71]. 
Предполагается, что неопределенность заключается в неполной ин- 
формации на начальные данные и входные возмущения системы. При- 
водятся построения методов разложения для изучаемого класса за- 
дач. Выводится критерий оптимальности промежуточного решения, 
устанавливается монотонность по функционалу итеративного процес- 
са. Подробно рассматривается модельная задача, на которой иллюстри- 
руются все конструкции декомпозиционного алгоритма. 

1. Постановка задачи и основные построения. Рассматривается ди- 
намическая система, состоящая из / подсистем с номерами | = 1,2, ... 
.... 4. Каждая из подсистем при фиксированном индексе | на проме- 
жутке времени Те = {{: Ц <Е=—< 8} задается обыкновенными диф- 
ференциальными уравнениями | 

ах, (2) . 
— = А, (0х, В, и 0 - С, (09,0, 1=Ь2,..., Л, (4.1) 

где непрерывные матрицы А, (9; В, (1, С; (0 имеют размерности 
соответственно МХ М, М, Х Г, М, Х 5, 

м 
Пусть в евклидовых пространствах Б\Ги Е”! заданы выпуклые 

компактные множества Х' и ©, (0), | =1,2, ..., 4, которые задают 
ограничения на начальные данные и входные функции 

x; (to) = x7 EX}, v; (t) € 82; (2), j=1, eee J. (4.2) 

Здесь предполагается непрерывное изменение множества 2, (¢) mpH 
i € To. 

Пусть некоторому фиксированному набору и; (.) = и, (1, 9; (+) = 
= 9, (1) соответствует единственное решение дифференциальных урав- 

нений (4.1), которое обозначим через х; (Ё, и; (+), 9; (.), xj). Tak же, 
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как в работе [71], вводится понятие ансамбля траекторий 

X(t, uj(-)) = (Ux; (t, 4; (-), 0; (+), xi) | u ()E€Q,(0, teTe, хе x4}. 

На управляющие функции наложим два вида ограничений: локальные 
для подсистем 

и, ()>0, 9 0<4 (0, 1=Ь2,..., 1, (4.3) 
и общие связывающие для всей системы 

J 

x D,u; (th <4 (d), (4.4) 

где 9, (и Ш, (1) — непрерывные матрипы размерности [К; Х П 
и [МХЛ а 5, (ди а(1) — непрерывные векторы с количествами 
компонент К; и ЛМ. Предполагается, что при ЕЕ То неравенства 
(4.3) при каждом фиксированном j = 1, 2, ..., / задают ограничен- 
ные многогранники р, (1) в пространстве ЕТ, а все неравенства (4.3) 
вместе задают ограниченный многогранник Р (#) в /-й степени про- 
странств E’, 

Вводятся матрицы R; (t), |=1,2, ..., У, размерностей М; Хх 
x №, которые отображают концы траекторий х, (+, и, (+), O (+), 

х;) на множестве 2, (1, и, (.)) евклидовых пространств Е /. Иными 
словами, 

2; (6 и, (-)) — К; (1) X; (2, u;(-)) — 

— {2;:2; = R; (t) x; (t, u;(-), U; (+), xi) | и; (+) Е 32, (0, [ЕТь, xj € Xj}. 

Рассматриваются выпуклые конечные функции Ф, (2,) Е С? при 

2, € ЕМ, а также функционал вида 

J 
Ги) =У | ope) az, (4.5) 

i=l Z (0,4 j(-)) 

Ставится следующая задача оптимального управления: среди измери- 
мых функций и (.) == (и, (+), и (‹), ..._ Шу (+)}, удовлетворяющих 

ограничениям (4.3), (4.4), найти такую и (.), для которой 

f = Ри (-)) = min (F(u(-) |u(-)EP), ЕЕТФ}. (4.6) 
Согласно общей теории [71, 122] решение задачи (4.1) — (4.6) осущест- 
вляется следующим образом. Пусть 1 (.) = (р), |=1,2, ..., J, 
измеримые М;-мерные вектор-функции, а 1, (, [;) — решения систем 
уравнений 

dip, . 
AL = —4;(), (0) =; (0), #50. (4.7) 

Введем обозначение 
2. =2, (9, 0) = R; (8) Х, (6, 0) 

и рассмотрим функции 

которые являются сопряженными в смысле Фенхеля к Ф, (2). 

16 6-399 241



Вводится лагранжиан вида 

Lut), wey = ¥ i (1b; (6, (27) B, (t) uy (8) + 
j=174, 2 

+ (1; (P;)) Py — 93 (Ly (p,))} dtdp;. 
Далее, рассматриваются последовательные задачи 

[* = зчр {в ([(.)) | (р), 1=12,..., 4}, 
o (1(-)) = min {L(I(-), u(-)) |uEP(), LET), (4.8) 

где верхняя грань в ` (4.8) берется по всем измеримым функциям 

р (р) т = 1, 2..., У. 

Пусть [(.) — решение задачи (4.8), тогда оптимальное управле- 
ние wu (-) удовлетворяет следующему условию минимума: 

$ = (t, 1) (p))) B®) и; ® ар, = 
j=1 to 2 

0 

= min 3 } {526 (рр) В, ay ар, | w (EP (t) ‚ (4.9) 
j=l to 2] 

при этом }= f*. 
| Алгоритм декомпозиции в применении к задаче (4.1) — (4.6) со- 
стоит из следующих действий. Сначала вводятся агрегированные уп- 
равления | 

J 

U' (t) = У и! (0), 

а также весовые функции. агрегирования ой (№ = и’ (В/ И? (№, кото- 
рые удовлетворяют условиям | | | 

J 

al (t) > 0, У < 1. (4.10) 
Фиксируя, некоторые веса, удовлетворяющие (4.10), и подставляя 

u; (t) = a; (ВУ: (0 в (4.1), (4.3), (4.4), получаем задачу с агрегиро- 
ванными управлениями (макрозадачу). Функционал макрозадачи 
имеет такой же вид, как (4.5), а множества ограничений на управления 
у (1) задаются преобразованными неравенствами, которые получаются 

из (4.3), (4.4) при постоянных весах ©; (1). Агрегированная задача 
содержит / неизвестных управлений, в то время как в исходной зада- 
че (4.3) — (4.6) это число равняется Г Х Л. Макрозадача решается 
по ранее указанной схеме. 

Пусть для некоторых фиксированных весов au) (И, удовлетворяю- 
щих условиям (4.10), получено оптимальное решение V? (t) > 0 

агрегированной задачи, а < — оптимальное значение ее функционала: 
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0 
Ilyctb 5 (f) < 0 — М-мерная вектор-функция оптимальных двойствен- 
ных переменных, соответствующих преобразованным связывающим 
ограничениям (4.4) агрегированной задачи. 

Формируются локальные задачи для подсистем, которые при каж- 
дом фиксированном |= 1,2, ..., 4 задаются ограничениями (4.1) — 
(4.3), а функционалы имеют вид 

| | | _ 90 | a 
й, = \ @p; (z;) dz; — \ § (t) D, (t) u; (t) dt > min. 

Z (9, ui(+)) to . 

Решение локальных задач осуществляется по ранее описанной. ‚ схеме, 

Где лагранжиан имеет 5 

0. 

Lj (Ij (+)s uj (+) = ( | {[Ф/ (6 1 (рд) By ( — 8) Dj O14, + 
to 2; 

+ (1,2), Pi) — 97 (Фл))} Фр, 
а минимизация по управлениям осуществляется на множествах р| (t). 

Пусть и (1) — оптимальные управления локальных задач, а hy — 
оптимальные значения функционалов этих задач. Тогда, согласно схе- 
ме, берутся новые веса агрегирования по формуле 

ay (t, p;) = Ш р, Gui (t)—u x 
J : ^, . ‘ 

x |» (uj (t) + 9; fi —uP con] | (4.11) 
= 

где иг (д = а! (д 02 (1) — дезагрегированные управления, а р — 
вещественные параметры. Фиксируя веса согласно (4.11), получаем 

агрегированную задачу с оптимальным значением функционала 5, 
являющимся функцией параметров о;. Ставится задача - 

серп | о (4. 12) 

при 9 10, | j=1,2,..., J. Ecau р; — решение этой задачи, то 
веса для следующего шага итеративного процесса вычисляются по 

формуле (4.11), куда вместо р, подставляются 0. 
2. Условие оптимальности и монотонность по функционалу. C no- 

МОЩЬЮ алгоритма строится последовательность дезагрегированных уп- 

равлений uj (t) = ©; (#) (° (1), допустимых к исходной задаче (4.1) — 

{4.6) со значениями функционалов Г, равными 2. Следующее утвер- 
0 

ждение устанавливает критерий оптимальности решения и; (1) для за- 
дачи (4.1) — “. 6) (условие окончания итераций). 

Теорема 4.1. Достаточным условием оптимальности решения 

u; (2), j= 1, 2, ..., 4, для исходной задачи (4.1) — (4.6) является 
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выполнение равенства 

~ 9 0 

¥ hy + (610, dio) dt —g =0. (4.13) 
(j=l 

Если решение us (1) неоптимально для задачи (4.1) — (4.6), то левая 
часть (4.13) строго меньше нуля. 

Доказательство теоремы (4.1) проводится аналогично доказатель- 
ству соответствующего утверждения, приведенного в работе [119]. 

Следующая теорема показывает, что значения функционалов |, 

соответствующих допустимым решениям и’ (№, уменьшаются в ите- 
рационном процессе. 

Теорема 4.2. Пусть и (0, j = 1,2, ..., J,— Heonmumaabnoe управ- 
ление для задачи (5.1) — (5.6), которое соответствует некоторому 
шагу итеративного процесса, или, что то же, некоторым весам ©! (1), 
удовлетворяющим (4.10). Тогда с помощью алгоритма строится 
другое допустимое управление со значением функционала, строго мень- 

0 
шим, чем соответствующее значение для управления и; (1). 

Доказательство теоремы 4.2 проводится так же, как и аналогичной 
теоремы в работе [119]. Оно является следствием для мартингального 

0 

значения Og (0)/do агрегированных параметрических задач при 

де (0) 
до 
  р; =о, / —1,2, ..., /. Формула 

ющий ВИД: 

В данном случае имеет следу- 

  

dg (0) 
др = 1+, + Nz, 

где л, < 0 — левая часть (4.13); далее имеем 
' М; 

J OQ; ^ aA 

— м ] m m 
Л — У | Ф; (2;) ~~ У, az" (21 — 2! ) —- Ф; (2) 2, 

= 2 (0.4 (.)) т= 

где г, BE"), npHveM I, < 0 вследствие предполагаемой выпуклости 
функций Ф, (2), | =1, * ... 4; Наконец, для величины лз имеем 

-У ( (90 — Q(t) и, (0) тира 
i=1 7, 

где nj (t) <0 — оптимальные двойственные переменные агрегирован- 
ной задачи, соответствующие преобразованным неравенствам (4.3), 
поэтому согласно (4.3) справедливо неравенство л. < 0. Окончатель- 

0 0 

но получаем & (0) < & (0) в некоторой окрестности точки © =0, 
что и доказывает теорему 4.2 

Следствием этой теоремы решается вопрос о сходимости итератив- 
ного метода. 

3. Модельная задача. В предлагаемом примере все промежуточ- 
ные задачи метода декомпозиции имеют аналитическое решение. Рас- 
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смотрим задачу 

dx, (t) _ u,(t), x,(0) = x1€X} = [—a,, a,], a, —const>0, (4.14)   

  

" | О= и, = и,, 

= = и. (1), Хх. (0) = x2€X2 =[—ad, a], a,—const >0, (4.15) 

0O< u, (t)< w, 

U, (t) + Up (t) Sy, (4.16) 

f= J 05(—m,)?dz,+ | 0,52, — ту аа, пит. (4.17) 
2, (9,и,(-)) Z,(0,u2( - )) 

Здесь / =2, матрицы КЮ, (1) превращаются в скалярные величины 
и равны единице, х, (1, и, (1) — одномерные функции. Условия (4.14), 
(4.15) задают связи для подсистем, неравенство (4.16) является связы- 

вающим ограничением. Множества X?, X3, в которых изменяются 
неопределенные начальные условия, представляют собой отрезки 
с серединами в начале координат. Квадратичные функции ф, (21 } 
и Ф (г.) характеризуюг расстояния до заданных точек т и то. 

Предположим, что постоянные Wy, We, 9, т., т. удовлетворяют“ 
для определенности следующим условиям: 

m,>m,>0, m—m,>v0, w,>v, 9>0, 

m,>v0, (w,—v)9>m,— my. 

Вначале получим прямое решение задачи (4.14) — (4.17). Отметим, 
что уравнения типа (4.7) имеют вид 

а а 
St =0, =, о, 4,0 =4,. 

(4.18) 

поэтому 
by (2) — 1, De (2) — ls, [Е То. 

Специфика функций Фф, (21), Фо» (2) порождает с учетом [71] лагранжиан. 
задачи (4.14) — (4.17) следующего вида: 

0 

L (ly bay Uy (+)p Ua (+)) = | (Latta + Latte) dt — myl, — 0,54 — ml, — 0,5k2. 
0 . 

Согласно описанной выше процедуре решения задачи, необходимо 
сначала выяснить вид функции 

o, (/,, (5) = min | (пи -Е Био) а | Ши. 9, и! 20, и, >01. 
0 

Здесь опускаются условия и, или и, < и, вследствие третьих не- 
равенств (4.18). Функция в, (1, [5) имеет следующий вид: 

в; ([1, 15) =0 при 1, 1, > 0, 

в. (11, [,) = 91 при < 0, &< Ц, 

в. (11, 5) = 9 при < 0, Ц<Ь. 
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Очевидно, функция в, (1, [5) является вогнутой. После определе- 
ния функции ®, ([1, [) согласно (4.8) необходимо найти максимум 
вогнутой функции: | 

во (11, 15) = ©, (1, 1) — т — 0,5 — т — 0,58. 
Учитывая первое и четвертое неравенства в (4.18), имеем экстре- 

‘мальную точку 

l, = (oT — m,), 1, = — my. 

Далее, оптимальное управление, постоянное на отрезке, находят 
из условия минимума (4.9), которое приводит к задаче линейного про- 
траммирования: 

(90 — т, ) и, — тьи, — min, 

ши 55, 
и, >0, и. >0. 

Оптимальное решение этой задачи в результате второго неравенства 

(4.18) будет: и, =и, и, = 0. Наконец, оптимальное значение функ- 

ционала Г задачи (4.14) — (4.17) получается kak L (i, 1, u, (A), 

Далее будем решать задачу `(4. 14) — (4.17) итеративным методом 
разложения. Для этого сначала задаемся постоянными на отрезке 
Те весами @, >0, &. > 0, такими, что © -- @. = 1. 
Агрегированная задача с функционалом (4.17) имеет вид 

dx, (t 0 0 10 aU), ж (0) = МЕХ, 

ах, (1) 
dt 

где множества 2; и г, зависят уже от У (.). Лагранжиан. агрегирован- 
ной задачи записывается так: 

=а,0 (0, х,(0) = 262, 0<0(0<о   

6 | 

19 (11, 15, И) = \ (111 + “51. Udt — m,l, — 0,505 — mal, — 0,503. 

Функция | 
6 

[о (1, 15) = шп | (40) + Gla) Udt |O<U<v 
0 

имеет вид 

© (11, 2.) =O npn al, + al, > 0, 

© (11, 15) = (ой -- &515) 90 при ой, - а < 0. 

Из максимизации вогнутой функции 

w® (1,, 1.) = @} (L,, 6) — т. — 0,54 — ты, — 0,56 

с учетом первых двух неравенств (4.18) следует экстремальная точка 

д = а 90 — т. В = а.00 — т.. Оптимальное управление агрегиро- 
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ванной задачи на основании условия минимума (4.9) будет: (° (1) = 

= о. Оптимальное значение a функционала агрегированной задачи: 

получается как [9 (И, В, 0%]: 
0 
& = 0,5 ms — a0)? + 0,5 (т, — 0,06). (4.19) 

Сопряженная функция 3 (1), соответствующая условию ЦИ (t) <u, 
вычисляется в виде | 

0 _ _ 

6 (0 = a,%p, (I!) + AePo (2) — ©. (9.90 — т,) - &› (&599 — т.). 

Рассмотрим первую локальную задачу 
8 0 

h,= \ 0,5 (z, — m,)? dz, — | u,5dt — min 
Z,(0,u;(-)) 0 

при условиях 

ах, (1) 
dt 

Для решения этой задачи по указанной схеме необходимо сначала вы- 
яснить вид функции 

Ay | 9 0 | 
1 ([1) = шп [fe By | 1<u<a| . 

0 

=U, XE X, 04 (= и 

Имеем 

э
 

1(1) =0 при 126, 
^ 0 

1 (11) = и. при 1 < 65. 

Далее максимизируем по [1 функцию 

в (11) = of (L,) — ym, — 0,52. 

Функция 1 (/,) представляет собой сумму кусочно-линейной функции 

© (11) с точкой излома Ц = 5 и квадратичной функции xX, (l,) = 

= —/т. — 0,5й. Покажем сначала, что координата точки излома 
^1 . 

функции ®! (1) больше, чем координата точки максимума функции 
0 

X, (l,). HetcrButembHo, HepaBeHctBo 6 >> —т, эквивалентно следую- 
щему: 

2 2 
о, (т, — ть) > — (ви - а2) чб, 

которое всегда выполняется вследствие первого условия (4.18). Су- 

ществует две возможности: максимум функции в (11) достигается 

либо в точке [ = 6°, либо в стационарной точке ly функции в (1) = 

= w,0l, — ml, —0,5/; при условии l, < 6. Исследуем вторую 
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зозможность. В этом случае должно выполняться неравенство 
0 

l, = (w,9 — m,)< a, (~,v8 — m,) + a, (a,v8 —m,) = 6, 

которое эквивалентно следующему: 

w,9 — (at + a5) 00 < (т, — т.) а.. 

Это неравенство, квадратичное по ©, при © = | — %., не выполня- 
ется в точке ©, = 0 вследствие третьего условия (4.18). Оно не вы- 
полняется также в точке ©. = 1, на основании пятого условия (4.18). 
То же, очевидно, наблюдается ‚при всех с. С [0, 1]. Таким образом, экстре- 

‘мальная точка | функции № (11) имеет координату 8, а из условия 
минимума (4.9) для лагранжиана первой локальной задачи вытекает 

‘решение: и, (1) равняется любой константе W,, принадлежащей от- 

резку [0, и]. Для оптимального значения функционала A, первой 
‚локальной задачи получаем формулу 

a 0 0 

Рассмотрим вторую задачу 

| То 

>
 

Z,(9,u2( -)) 

при условиях 

ах» (1) 

dt 
na | , . 2 

Так же, как в первой локальной задаче, получаем функцию в! (К), 
которая имеет вид 

=U, MEX, OX<u(t)<w 

A» 0 
wr (15) = 0 npu l, >6, 
^о 0 
1 (15) = wel, mph I< 6. 

Взаимное расположение точки излома этой функции, точки максиму- 
2 

ма функции X, (/,.) = —l,m, — 0,56 зависит уже от параметра а. 
Будем предполагать для определенности, что начальный весовой мно- 

житель @, принадлежит отрезку [0 |], где 

©! = 0,5 [1 + (m, — m,)/2v8] — sqrt [(m, — m,)/v8 + (m, — m,)*/4 (v8)?). 

В таком случае легко убедиться, что выполняется неравенство 
0 
< —т., 

и максимум функции 6? (2) = и ([5) — т — 0,5Ё достигается в [› = 
—= —75. Из условия минимума (4.9) следует оптимальное управле- 
ние второй локальной задачи, а оптимальное значение функционала 

h, = 0,5m3. (4.21) 
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Далее вычислим новые веса агрегирования в соответствии с форму- 
лой (4.11). Полагая р, = ©. = 0, имеем 

с (р) = [но + р (1 — о] Х Юр, — 049) — роз] ", 
о (0) = [%59 — 99] Х 9 -Нр (w, — 919) — pou]. 

Подставляя эти веса в формулу (4. 19), получаем функцию. g (p). 
Рассмотрим задачу 

о —_ | 

& (р) > шт, E10, 1} 

Man ee решения ВЫЧИСЛИМ ‘производную dg (о/р: 

Ч “= — 0,5920, [(1 — .) U + PW)? [(m, - — (0) v8) — (m, — Oe ‘р 59) 

При г = 0 имеем dg (р)/4р < 0, что согласуется с теоремой 4.2. 
Будем искать точку, в которой эта производная равна нулю. Имеем 
уравнение | 

т, — 2.99 = т, — 9.90, 

откуда получаем ©, = 0,5 (т, — т.)/о9 -- 0,5. Таким образом, 
а, > 1 вследствие второго неравенства (4.18). Tlostomy функ- 

0 . 

ция д (0) монотонно убывает на отрезке [0,1], и ее минимум достига- 
ется в точке р = |. В этой точке имеем 

| 0 

ay (1)= 1, (1) =0,-ul =v, w= 0, g = 0,5 (m, — 00)? + 0,5m9, 
что соответствует оптимальному решению исходной задачи (4.14) — 
(4.17), которое получено за одну итерацию. Наконец, проверим вы- 
полнение достаточного условия оптимальности (4.13). С учетом (4. 19), 
(4.20), (4.21) имеем. 

^ 0. 

=h, +h, + ( (00 —m) edt —g = 
2 

= ih (OO my ) — 0,5 (v8 — m,)? + 0,5т2— (v8 — m,) vd — 

— 0,5 (m, — v6)? — 0,5m2 = 0, 

что согласуется с утверждением теоремы 4.1. 
Следует отметить, что итеративный метод декомпозиции на основе 

введения макропеременных в работах В. И. Цуркова и Ю. А. Белова [15, 
120, 121, и др.] развит также для широкого класса детерминированных 
и стохастических задач ‘управления, которые описываются системами 
уравнений в частных производных. В этих работах выведены крите- 
рии оптимальности промежуточных решений. Установлена монотон- 
ность по функционалу итеративного процесса. Приведены конкретные 
физические задачи; на которых интерпретируются построения метода 
и выясняется его эффективность. | 
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$ 5. Декомпозиция в задачах проектирования 
сложных систем 

Нроцесс проектирования и создания сложной технической си- 
стемы многоэтапный. При этом достаточно трудоемким и длительным 
является этап проектирования, который в свою очередь традиционно 
делится на такие крупные этапы, как внешнее и внутреннее проекти- 
рование. 

На этапе внешнего проектирования основная проблема состоит в 
конкретизации целей и задач, которые должен решать объект в про- 
цессе своего функционирования, и представление требований к основ- 
ным его характеристикам и качествам, обеспечивающим достижение 
этих целей. Задачей внутреннего проектирования является реализация 
в виде комплекса технических устройств, узлов и агрегатов, представ- 
ляющих сам объект в целом, значений основных конструктивных па- 
раметров, придающих объекту требуемые качества. 

Согласование требований представителей внешнего проектирования 
с возможностями представителей внутреннего проектирования, как 
правило, называют этапом разработки технического предложения. На 
этом этапе формируется облик будущего объекта и проводится предва- 
рительная оценка его эффективности. Возникающие при этом проблемы 
разрешаются в диалоге представителей внешнего проектирования 
с представителями внутреннего проектирования на этапе, который 
следуя работе [66] в настоящее время принято называть этапом фор- 
мирования облика проектируемого объекта. 

В данном параграфе мы останавливаемся на некоторых вопросах 
принятия проектных решений при формировании облика измерительно- 
вычислительных комплексов, которые возникают в процессе их авто- 
матизированного проектирования. Постановка и анализ возникаю- 
щих здесь проблем необходимы при создании систем автоматизиро- 
ванного проектирования. 

_ В данном параграфе излагаются некоторые общие положения ор- 
ганизации и построения ‘систем согласованных проектов (моделей), 
правила перехода от одних уровней детализации к другим, вводятся 
операции над моделями, рассматриваются вопросы выделения из всего 
множества проектов так называемых эффективных проектов. 

С помощью ‘современного аппарата исследования операций и неко- 
торых положений из общей топологии обоснован в терминах проек- 
тивного (индуктивного) предела последовательности множеств процесс 
создания САПР. 

Задачи автоматизации проектирования и математического модели- 
рования сложных технических систем требуют привлечения семейства 
математических моделей, определенным образом согласованных друг 
с другом [99, 100, 66, 67 и др.]. Пусть 9% == {М; == (Хь Фь У), ЕЕ 
Е (1, < )}, — семейство математических моделей типа «вход — выход». 
где Х‚, У; — топологические отделимые пространства входов и выходов 
модели М;, Ф, — непрерывное отображение Х; в У», (/, <) — частич- 
но упорядоченное и фильтрующееся вправо (для любых Е, | СГ най- 
дется значение Ё С/ такое, что > А>]) множество индексов. Это 
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свойство / ‘интерпретируется в том смысле, что сравнимые между со- 
бой индексы соответствуют моделям, полученным друг из друга дета- 
лизацией (или агрегированием). Детализация (агрегирование) пони- 
мается следующим образом: на 9% задано двупараметрическое мно- 
жество непрерывных отображений 

фи = (Йь Bij) (Ay, У) (Хь У), Vix], р, jel, 

такое, что для любых {< ] < ^, Бр ^Е/, | 

фе = ФиФи, Фи = 5. | (5. I) 

Здесь фи считается тождественным отображением. Формализация 
связей, существующих между моделируемым объектом О = (X ‚ Ф, У) 
и семейслвом моделей 9%, определяется набором отображений GQ; = 
— (№, е)) ; (Х, У) — (Хь У), от которых естественно потребовать со- 
гласованности с отображениями {Ф/} и {ф:/: 

gO =O, ф; = Фи, Vix, р, jel. | (5.2) 

Так, согласованное семейство моделей 5% является проективной систе: 
мой. В силу (5.1), (5.2) существует проективный предел Мь = (Х», 
Ф., У.) = Им (М gj), где Хе ПХ ЕП, Усп У; 

: [СГ] — топологические подпространства, Xo = {{xi} гхи = р; (х), 

У: = р, Г, ГЕ I}, Yo — (иги: = Bij CAE Vixj, Г, ГЕ Г}, a Dy: Xo > 
— У, — непрерывное отображение, переводящее каждую нить х = 
= (х1} © Хь в нить и = {и = Ф, (х)} 6 У; М, представляет собой 
«идеальную» модель. При этом существуют непрерывные отображения 

wi = (fi, 21) i (Xo. Yo) > (Xi, Y), ViET, gi, = ФА, и единственное 
отображение ф = (f, g) 1 (X, Y) > (Xo, Yo) Takoe, uTo Of = gO.. 

Поскольку «идеальную» модель М. обычно трудно реализовать 
и изучать, то на практике ограничиваются одной или несколькими мо- 
делями из 9%. Оказывается, что если при выборе этих моделей: следо- 
вать определенным принципам, то получаемая с их помощью инфор- 
мация об &) соответствует информации, которую можно было бы полу- 
чить из. Мо. So | 

Предложение 1. Пусть фиксирован хЕХ; и = D,f; (x) € Yi. Тогда 
«усеченные нити» {{иу/ту < 1ЕЕ (1, <)} порождают сеть, сходя- 
щуюся к некоторому и Е Уъ (в топологии П {У [ЕГ}) такому, что 

Yo = DoXxo, Xo = f (x), Yo = GPx. Se о 
Пусть (7/1, <) — расширение (/, <) с сохранением порядка) такое, 

что 1 = [1] %, ГП % = Ф и ХХ конфинально в (/1, <) (для каж- 
noro ГЕ /, существует а Е З такое, что {< а). При этом /.=‘() (11 
:%Е%}, № П в =, Уа--В, а, ВЕЧЗ; каждое „/„ состоит из не 
сравнимых в (/, <) между собой элементов, а = ШЁ/а. Для любых 
a<B, BEA, | Е [в существует индекс ЕЕ /» такой, ‘что { <]. Такое 
представление (/, <) назовем допустимым. Оно позволяет выделить 
из WM подмножества $, = (М; Е 9% :ЕЕ [„\, «Е, моделей одина- 
кового уровня детализации. Система подмножеств (Ц(» = Заза € A} 
называется представляющей Мо, если для любых а < Виз A, M ; Е Св, 
1, ГЕ[», следует, что МЕС»; при этом lim (С, фи) представляет 

Мо. Это. свойство полезно при различных аппроксимациях системы 
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{So}. Если же для любых х, = х, из Х найдутся «Е УЪ, М; Е С, та- 
кие, что Й (1) 52 | (12) в Хь а в случае Фх, >= Фх, справедливо 
ФЕ (x) 5= Ф; р (х»), то {Ца} называется разделяющей системой мо- 
делей для — 

На каждом уровне $о зададим критерий качества моделей Ло со 
значениями в (Eq, Qu) 68, где & — некоторое множество частично 
упорядоченных топологических пространств с замкнутыми порядками 
О. (график О» замкнут в Е2). Пусть подмножества Ро = ® — 
= extr Ja (So) = {М Е За 13 М, Е За, Чао (М)) = Ло(М}), То (М) х 
x Чо а (М;)} непусты для любого & EU. Это будет, в частности, когда 
Ja (Sa) — бикомпакт в (Ех, Qa). 

Существует мнение что система % = {9%, (Е, Фа), Ла, «Е A} {Ja} — 
адекватна объекту &), если {Р„} — разделяющая система моделей для 

и м (Ра, фг!) представляет модель Мо. Рассмотрим монотонные не- 
прерывные отображения ев ! Ев-—> Бо, & < В из У, и их свойства: 

1) семейства отображений {ев} и ($: согласованы следующим 
образом:. еав/ в =Уоф!! для любых & < В из 3, Е < |}, ГЕ Ш, 1 Е [в; 

‚2) €ap усиленно монотонно отображает J В (Se) B Ус (За) (если 

eu (21) Qa.0, €ap (21) FOE Ja (Sa), TO существует 2,6% ов (0) П Ув (58), 
г; = 2., такое, что 2:2; _ 

°’ 3). для любых Ax BY U3 Cay = Capepy, Cac — тождественное ото- 
6paxenne Ey, B Eg. Смысл` определения {/о„}-адекватности проясняет 
следующее предложение. 

Предложение 2. При выполнении свойств 1, 2 для отображений 
ев] система № {/.\-адекватна объекту &) тогда и только тогда, когда 
отображение ф ! (Х, Ф (Х)) — (Х., У.) инъективно. 

‚ Нахождение множеств (Р.} — одна из трудных задач: векторной 
оптимизации. Поэтому пусть Ю« = Юо(у Е! у < а) = @, Ва = 

= То. ' (20), 2 = Уо(Ры) — алгоритм построения некоторых аппрокси- 
маций множеств {Ро} (см., например, [66]). 

_ Предложение 3. Если ДЛЯ еав выполняется свойство 1) и имеет место 
авенство Ув (Кв) = ев [/а (Юа)! П 4в($в) для всех ха В из A, To 
im (Ra, ij) MpeactaBaaer Mo. 

^^ Рассмотрим задачу оптимизации на объекте ©. Пусть (Б, 9) Е &, 
J Хх У- (Е, О) — критерий качества. Требуется найти множес- 
тво. М = © —extr J (В), где В = {(x, y)E XX Yiy = Ox}. aa 
каждой модели М;‚ Е 9%, [Е [, “Е, пусть Ву = {us = (x, yi) € 

Е XY x У, ри; = D,x;}, hi } Xi x Y; _ (ЕТ, Qi) = (Eq, Qa) — непрерыв- 

ный критерий` качества и множество №: = w — extr hj (BY) — ne 

пусто. Заданы отображения 1 В — В*, 421 Е —> Е? со свойствами! 

р? = ф:6Р, gt = ев, 9” монотонны, 97/7 = #26? для любых % << В, 
1 р ЕЕ1[ь, ТЕТЬ, и система {(Ет, ОГ), 9:} монотонно разделяет (Е, () 
для любых несравнимых в (Ё, () г, 2: найдутся a Е Wu ГЕ Ш», что 

gi (2), gi (2,) HecpaBHuMb! B (Ez, Q?). 
Предложение 4. Если для {ев} выполняются свойства 1—3 (при 

sameHe Jg, J, Hah; , hi, a Sa, Ss—ua B;, BF Avia MOObIX ap, i<j, 
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ГЕ 1, | Е 1в), то существует непустой Шт ((Вг, Вг, (ЕР, 97), (фь, 

е.в}} = (Во, Чо, (Бо, 4)) и единственные отображения р; В — В,, 

д: Е -> Ео такие, что 4/ = об; в случае, когда ((Вг, Вг, (Ег, 97))} — 
разделяющая система моделей для (В, /, (Е, 0)), В сюръективно и М 

‘непусто, то В (№) = lim (№, фи). В частности, М непусто, если все 

№ бикомпактны. 
Пусть критерий /о связан с {ГЕ [«} соотношениями /а (М) = 

= г (иг), где иг Е М: фиксированы для всех ЕЕ Г так, что иг = фи; (и), 
Уа В, 1], 1Е1ь, 6 1в. Если Та = {ш : М.Е Ра}, то Ит (Та, Фи) 
представляет некоторое Ть = Вь. 

Предложение 5. При выполнении предположений предложения 4 
справедливо включение Ту = 6 (№). Этот результат позволяет уско- 
рять сходимость по критерию качества в конкретных ситуациях. 

Пусть И — гильбертово пространство, Н-. < Н, <= Н_ — осна- 
щенные гильбертовы пространства. Рассмотрим операторное уравне- 
ние Аи = С (и, 5), где оператор А ; Н-. >= Н— линеен и непрерывен, 
С — непрерывное отображение Н-+. Х ИП в Н_. Критерий качества 
J:H, X О - (Е, С) непрерывен, (Е, С) — частично упорядоченное 

банахово пространство с базисом {а,}р-—: и с замкнутым выпуклым 
конусом С положительных элементов. 

Пусть уравнение имеет единственное решение ибУ<Н. при 
каждом 9 6 И < 0, где Уи У — фиксированные множества. К подоб- 
ной формализации сводятся, например, задачи подвижного уравне- 
НИЯ 

Пусть {еее Ну, (га с Н-, {0;\j21 c@ U — optonopmupo- 
ванные базисы, {л„: Н.-> т (еды, {Um : H-— Lin {h,}720}m=1, 
{u,: U — lin (ое — системы ортопроекторов, (ЕЁ = 

— п {4} р—1) 51 — проекторы в РЁ. Обозначим (Г, <) = (1= (т, 
n,k)imn,kR=1,2, 0.54 <i, Om Km, Se, ky < k}. 

Пусть (/;, <) — допустимое представление (/, <) такое, что 

(Ea, Qa) = Eas) = Lin (Чо с индуцированным частичным поряд- 
US n n 

ком из (Р, С), hi = J | в xv,Us Pints = (У, Пи.), У, Ли. — орто- 

проекторы из %»,И Х л„„Н+. в ув И Х л„Н+, й <. При этом зада- 
ны монотонные отображения еав : Ев) —> Easy, S > $, удовлетворяю- 

щие условиям предложения 4, где В” = ((и, и.) Е \, И Х ли): 
„АИ = Ви (Иа, Up) }- 

Предложение 6. Если множества № и №® = wo — inf bX (BP) 
непусты, для любых a € UW, {Е [«, то М аппроксимируется системой 

({№*®} (в проективном смысле). 
Пусть / наделено вполне регулярной отделимой топологией т, 

заданы отображения Ф; ; У; —> У, где пространство выходов У объекта 
<) — рефлексивное или сепарабельное сопряженное банахово про- 
странство, причем отображение Ч Ф;]; (х) ограничено и непрерывно по 
ЕС (1, т) для любого хЕХ. На (Г, т) определена «априорная» вероят- 
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ностная борелевская регулярная мера и (1) со свойством 

\ | VDF, (x) ly dp (i) > 0 (5.3) 
[ 

для любого хЕХ. Ее задание соответствует выделению из классов 
моделей, в большей или меньшей степени удовлетворяющих целям 
и априорным знаниям исследователя. Отсюда получаем (5.3). 

Предложение 7. Если выполняется (5.3), то для любого входа х Е X 
существует интегрируемая оператор-функция Н (х, .): (Г, т) — 
— [. (У, У) такая, что 

D(x) = | H (x, i) VMs, (x) du (0. , 
Оказывается, что в ряде частных случаев «апостериорная» опера- 

тор-функция Н (х, Г) восстанавливается в явном виде в результате ис- 
пользования дополнительной информации о моделях из 9%. Изложен- 
ные результаты использовались при проектировании измерительно- 
вычислительного комплекса конкретного назначения.
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